Linearis egyenletrendszerek

4. Eléadas

(4. eldadas) Linearis egyenletrendszerek (2.)



Linearis egyenletrendszerek | Ismétlés - Gauss-eliminacioé

Definicié: elemi atalakitasok (matrixokra).
Matrixok elemi atalakitasai a kdvetkezék:
o két sor felcserélése,

@ egy sorhoz masik sor tetszéleges szamszorosanak hozzaadasa,

@ sor szorzasa 0-tél kiulonbozé valés szammal.

Ha a B matrix elemi atalakitasokkal keletkezik az A matrixbdl, akkor az
A ~ B jelolést hasznaljuk.

(4. eldadas) Linearis egyenletrendszerek (2.) 2024.03.06. 2 /40



Linearis egyenletrendszerek | Ismétlés - Gauss-eliminacioé

Definicié: matrixok lépcsés alakja.

Legyen A tetszéleges valés matrix. Ha az A matrix a zérusmatrix, akkor
lépcs6s alaka. Tegyiik fel, hogy a nem a zérusmatrix. Ekkor A lépcsds
alaka, ha

@ a matrix azon sorai, amelyek csak 0-kat tartalmaznak, azon sorok alatt

helyezkednek el, amelyek tartalmaznak 0-tdl kiilonb6z6 elemet,

o ha a matrix i1-edik és ir-edik sora tartalmaz 0-tél kiilonb6z6 elemet
(h < i), és ajj,, illetve aj,j, ezen sorok els6 0-tdl kiilonbozs elem,
akkor

° ajj = app =1,

e j1 < Jo, azaz minden sorban az elsé nem nulla elem , hatrébb” van, mint

a megel6z6 sor elsé nem nulla eleme,

o (a nem csak 0-kat tartalmazé sorok kezdd 1-ese feletti elemek 0-3k).

y
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Linearis egyenletrendszerek | Ismétlés - Gauss-eliminacié

Tétel.

Elemi atalakitasokkal (Gauss-féle
kikiliszobdléssel, azaz Gauss-eliminaciéval)
barmely matrix lépcsés alakra hozhaté.

A Gauss-eliminacié nagyon hasonlé a
determinansok szamolasanal alkalmazhaté
wkinullazashoz”". Azonban Gauss-eliminacié ; {
soran CSAK a SOROKON végezhetsk o S eous—
atalakitasok, az OSZLOPOKON NEM. = ——

Carl Friedrich Gauss
(1777-1855)
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Linearis egyenletrendszerek | Ismétlés - Gauss-eliminacioé

LER altalanos megoldasa:
o a LER bévitett matrixat lépcsés alakra hozzuk Gauss-eliminaciéval,

@ pontosan akkor nincs megoldas, ha lépcs6s alak tartalmaz ellentmondé

sort (Id. el6z6 el6adas),

@ pontosan egy megoldasa van, ha bévitett matrixanak lécsés alakjaban
nincs ellentmondé sor és nincs szabad valtozéja,

o végtelen sok megoldasa van, ha bévitett matrixanak lécsés alakjaban
nincs ellentmondd sor és van legalabb egy szabad valtozéja,

o ha van megoldas, akkor egy altalanos megoldas leolvashaté a lépcsés
alakbdl.
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Linearis egyenletrendszerek | Ismétlés - Gauss-eliminacioé

Korabbi Curipod kérdés

Hany megoldasa van a LER-nek, ha a bdvitett matrix lépcsés alakjanak

utolsé sora:
(001 0|2)

o Lehet-e ellentmondé sor a bdvitett matrixban? Nem, mert annak ez
alatt kellene szerepelnie.

o Lehet-e pontosan egy megoldas? Nem, mert az x4 valtozéhoz nem
tartozik vezéregyes.

o Végtelen sok megoldasa van.

6/ 40
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Linearis egyenletrendszerek | Gauss-eliminacié

Tétel (LER altalanos megoldasa).

Ha a LER bévitett matrixanak [épcsés alakja nem tartalmaz ellentmondé
sort, akkor van megoldasa az egyenletrendszernek. Ha a b&vitett matrix
vezéregyesei rendre a j1 < - -+ < j, oszlopokban vannak, akkor az

X1, .-, Xj, ismeretlenek lesznek kotottek, a tobbi ismeretlen pedig szabad.
Ha a bdvitett matrix lépcsés alakja az alabbi alaka:

0O ... 0 1 all(jl+1) ... 0 all(jr+1) oo ay, | b
0 ... 00 0 o 1 a’r(er) cee @, | B,
0 0

akkor ...
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Linearis egyenletrendszerek Gauss-eliminacié

Tétel (LER altalanos megoldasa).
... Ha a bévitett matrix lépcsés alakja az alabbi alaka:
0 ... 0 1 &G4y -+ 0 &Gy - am | b
0 e 0 0 0 e 1 a:(jr+1) e a;m b: s
0 0 0
akkor
x;, = b} — & i1 — o — aj
G = P17 A3 4+1) X+l A mXm;
/ / /
Xjp = br A 4+1) XN+l T T A Xme
v

Ne felejtsiik el, hogy a vezéregyesek felett 0-ak allnak!

2024.03.06.
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Linearis egyenletrendszerek | Gauss-eliminacié

Példa.

Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszert, ahol \ valés paraméter.

2xy — x + x3 + xg = 1,
x1 4+ 2% - x3 4+ 4dxg = 2,
2x1 + Txo — 4x3 + llxg = A\

Az egyenletrendszer bévitett matrixa és annak ,,majdnem lépcsés alakja™

1 6 4
2 -1 1 1]1 L0 5 8| 3
2 7 =4 11| A 0 0 0O 0|A-5
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Linearis egyenletrendszerek | Gauss-eliminacié

Példa (folyt.).

Az egyenletrendszer b&vitett matrixa és annak ,,majdnem lépcsés alakja™

1 6] 4
PRI o1 3 0| ]
B co "5 5| 5

2 7 —4 11| A 00 0 0|A-5

@ Ha X\ # 5, akkor nincs megoldasa az egyenletrendszernek, mivel van
ellentmondé sor. Az egyenletrendszer bévitett matrixa és annak
lépcs6s alakja:

2 -1 1 1]1
1 2 -1 4|2 |~in
2 7 -4 11|\
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Linearis egyenletrendszerek | Gauss-eliminacié

Példa (folyt.).
@ Ha A =5, akkor van megoldas. Az egyenletrendszer bévitett matrixa
és annak lépcs8s alakja:

2 -1 1 1]1 10 %
1 2 -1 4|2 |~--~|0]1 =3
2 5

7 -4 11 0 0 O

Két kotott (xi,x2) és két szabad (x3, xa) ismeretlen van. Az altalanos
megoldas:

O EI~To
[@) &I[SVE IEN

4 1 6 3.3 7
X1 =75 — 5X3 — 5X4, xx=j5+5s—54a (3xcR)

valés szamnégyesek halmazaként pedig:

4 1.6 3+3X_7X o T
3 4 5 5 53 547 3y 4 )

ahol x3 és x4 tetszéleges valds szamok.
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Linearis egyenletrendszerek | Gauss-eliminacié

Példa (folyt.).

Az egyenletrendszer:

21 — x + X3 + xg = 1,
x1 + 2% - x3 + 4xq = 2,
2x1 + Tx» — 4x3 + 1llxs = 5.

Az egyenletrendszer egy altalanos megoldasa:

4 _ 1 6 3.3 7 T
(3 —§X3—3X4, T X3 5Xa, X3 X4) (x3,xa € R).

Az egyenletrendszer egy konkrét megoldasat agy kapjuk meg, hogy a
szabad valtozoknak (konkrét) értéket adunk. Legyen x3 = 9 és x4 = 25,
ekkor x; = —31 és xo = —29, a konkrét megoldas ekkor:

(—31,-29,9,25)7.

2024.03.06. 12 /40
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Linearis egyenletrendszerek Elemi Bazistranszformacié

Elemi bazistranszformacié

Tekintsiik az alabbi egyenletrendszert:

X - x4 — x5 = 0,

2X1 — 5X4 — 6X5 = O,
3X3 — 5X4 — 6X5 = 0,

X1 — Xo — X3 = =2.
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Elemi bazistranszformacié

Tekintsiik az alabbi egyenletrendszert:

X - x4 — x5 = 0,
2X1 — 5X4 — 6X5 = O,
3X3 — 5X4 — 6X5 = 0,

X1 — Xo — X3 = =2.

Fejezziik ki az elsé egyenletbsl xo-t: xo = x4 + x5, majd helyettesitsiik be a
tobbi egyenletbe. Amit kapunk

2X1 — 5X4 — 6X5 = 0,
3X3 — 5X4 - 6X5 = O,
X1 - X3 — x4 — x5 = =2
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Linearis egyenletrendszerek Elemi Bazistranszformacié

2x 1 — 5X4 — 6X5 =0 s
3X3 — 5X4 — 6X5 =0 s
X1 - X3 — X4 — Xz = =2
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Linearis egyenletrendszerek | Elemi Bazistranszformacio

2X1 — 5X4 — 6X5 = 0,
3X3 — 5X4 — 6X5 = 0,
X1 - X3 — X3 — x5 = =2
Fejezziik ki a harmadik egyenletbdl xi-et: x; = —2 4+ x3 + x4 + x5, majd

helyettesitsiik be a tobbi egyenletbe. Amit kapunk

2x3 — 3xa — 4 = 4
33 — bxq — 6xs = 0.

Fejezziik ki az elsé egyenletbdl x3-at: x3 = 2 + %X4 + 2x5, majd
helyettesitsiik be a tdbbi egyenletbe. Amit kapunk

{ —%X4 = —6.
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Linearis egyenletrendszerek | Elemi Bazistranszformacio

Az egyenletrendszer megoldasat megkaptuk:
X4 = 12,
3
X3 = 2+§X4+2X5 =20+2X5,
x1 = —24+x3+ x4 + x5 = 30 + 3xs,
Xo = Xg3 + x5 = 12 4 x,
ahol x5 tetsz6leges valés szam.

A végrehajtott eljaras tdbb elénnyel is bir:
o meglehet8sen természetes médja az egyenletrendszer megoldasanak,
@ tomor és j6l attekinthets formaban is végrehajthatd.

Az eljaras neve: Elemi Bazistranszformacié, amelynek soran az
egyenletrendszer egyiitthatéit fogjuk ligyesen szamolni.
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Linearis egyenletrendszerek | Elemi Bazistranszformacio

Foglaljuk tablazatba az

aazxy + ... + aimXm = b

amx1 + ... + ammXm = by

egyenletrendszer egyiitthatoit:

0. x1 ... xm | b
€1 alil dim b1

en |l am ... anm | bn

2024.03.06.
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Linearis egyenletrendszerek | Elemi Bazistranszformacio

0.l x1 ... xn | b
€1 ail e dim b1
e | a1 ... anm | bn

Az alabbi lépéseket hajtsuk végre:

@ a generald elem valasztasa: az egyiitthaték koziil valasztunk egy 0-tdl
kiilonbozst (pl.: ajj-t, ami annak felel meg, hogy az i-edik egyenletbdl
fejezziik ki x;-t), a generalé elemet *-gal megjeldljik (aj;),

@ az xj-hez tartozé oszlopot tordljiik és a kdvetkezd atalakitasokat
hajtjuk végre:
o ¢; helyébe x; keriil (a generaléelemet e jelii sorbdl kellett valasztani),
o az j-edik sor minden elemét osztjuk aj-vel,
o az (] tablazat tobbi elemét pedig a Téglalap-szaballyal szamitjuk ki (a
konstansok b oszlopaban is).
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Linearis egyenletrendszerek | Elemi Bazistranszformacio

A | Téglalap-szabaly”

A téglalap-szabaly segitségével azon elemek szamithaték, amelyek
nincsenek egy sorban, illetve oszlopban a general6 elemmel. Egy ilyen elem
(d) a generalé elemmel egyiitt (a) egy téglalap két szemkdzti cslicsat adja:

‘Vl Vo V3 W4
b . d

€1
€2
es|a* . ¢

Ebben az esetben az j tablazatban a d helyére d — b?c keriil, vagy mas
formaban: ad%abc.
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Linearis egyenletrendszerek | Elemi Bazistranszformacio

Elemi bazistranszformacio: a; #0

k.|... x ... Xxi ...|b

€ | --- aw ... ay -..| by

;
/ * I )k
ay, = aiv/aj, b; = bi/aj;,
*
dyjdij ayvdj — dyjdiv
r ujdiv. ij .
a,, = au — = ) ha u # i,
a¥ as
ij ij

b, = b, = e ha u # i.
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Linearis egyenletrendszerek | Elemi Bazistranszformacio

Az (] tablazat:

(k+1). | ... x ... Xx-1 Xjy1 ... | b
/ / / /
ey s Ay e Ayl Aypy e b,
. / / / /
Xj s @y diGlry gy b;
/ * I )%
a;, = a,-v/aij, b; = b,/aij
*
ayidj ayvd;; — ayjdiv
’ uj9iv ij .
al, =ay— —2 = - , ha u # i,
ar ax
ij ij
*
aybi  buaj — aubi .
b, =by, — —~= = —4— , ha u # i.
aj aj
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Linearis egyenletrendszerek Elemi Bazistranszformacié

Példa.
Tekintsiik az alabbi egyenletrendszert:
X2 - X4 — X5 = 0,
2X1 — 5X4 — 6X5 = 0,
3X3 — bxy — 6X5 = 0,
X1 — Xo — X3 = =2.

1 0o -1 -1
—6
0 3 -5 -6

€1

o O oo

€3
€4

N
~oN o
o
o
&
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Linearis egyenletrendszerek Elemi Bazistranszformacié

Példa (folyt.).
Tekintsiik az alabbi egyenletrendszert:

X — X3 — X 0,
2x1 — bxqg — 6x5 = 0,
3X3 - 5X4 — 6X5 = 0,

X1 — X2 — X3 = =2.

2024.03.06. 24 /40
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Linearis egyenletrendszerek Elemi Bazistranszformacié

Példa (folyt.).

€3

b
0 0 -1 —-1]0
e|2 0 -5 —-6] 0
|0 3 -5 —-6|0
e |1 -1 -1 —-1] =2
2X1 — 5X4 — 6X5 = 0
3X3 — 5X4 — 6X5 =0
X1 — X3 — X4 — X5 = -2
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Linearis egyenletrendszerek Elemi Bazistranszformacié

Példa (folyt.).

2x 1 — 5X4 — 6X5 = 0 s
3X3 — 5X4 — 6X5 =0 s
X1 — X3 — X4 — X5 = — 2
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Példa (folyt.).

Linearis egyenletrendszerek Elemi Bazistranszformacié

{

b
0 0 -1 —-1|0
e| 2 0 -5 6|0
es| 0 3 -5 6|0
eq |1 -1 -1 —-1| =2
2. | x3 X2 X5 ‘ b
x| 0 -1 —-1] 0
e | 2 -3 —-4)| 4
es| 3 -5 6|0
x| -1 -1 —-1] =2
2X3 — 3X4 — 4X5 = 47
3X3 — bxyg — 6X5 = 07

(4. eldadas)

Linearis egyenletrendszerek (2.)
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Linearis egyenletrendszerek Elemi Bazistranszformacié

Példa (folyt.).

€3 3 -5 -6
x|-1 -1 -—-1] =2
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Linearis egyenletrendszerek Elemi Bazistranszformacié

Példa (folyt.).

3 | X4 X5 | b
X2 -1 -1/ 0
x3 | =3/2 —2| 2

2024.03.06.
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Linearis egyenletrendszerek Elemi Bazistranszformacié

Példa (folyt.).

3 | X4 X5 | b
X2 -1 —-11] 0
x3 | —3/2 —2| 2

2024.03.06.
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Linearis egyenletrendszerek Elemi Bazistranszformacié

Példa (folyt.).

12
30

x1=304+3x5, x=124+x5, x3=20+2x5, x4 =12,

az x5 ismeretlen értéke tetszélegesen megvalaszthaté. Figyeljiink az

elgjelvaltasral

2024.03.06.
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Linearis egyenletrendszerek Elemi Bazistranszformacié

Tétel (Linearis egyenletrendszer megoldhatésaga).

Linearis egyenletrendszernek pontosan akkor nincs megoldasa, ha az elemi
bazistranszformacié soran van ellentmondé sor, ami a kdvetkezé alaku:

(% . x| b

€; 0 0 C#O

Megjegyzés.

Fontos: az ellentmondé sor elején ej-nek kell szerepelnie!!!
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Linearis egyenletrendszerek | Gauss-eliminacié vs Elemi bazistranszformacié

Gauss-eliminacié vs Elemi bazistranszformacié

(4. eldadas) Linearis egyenletrendszerek (2.) 2024.03.06. 33/40



Linearis egyenletrendszerek | Gauss-eliminacié vs Elemi bazistranszformacié

Példa.
Hatarozzuk meg a

11x; + 13x + 17x3 + 19%, = 17
23x1 4+ 29% + 3lx3 + 37xq = 3
41x 4+ 43x + 47x3 + B3x4 = 8

linearis egyenletrendszer altalanos megoldasat.

Megjegyzés.
A két modszer (GE és EBT) lényegében ugyanaz, de mindkettének vannak
elényei és hatranyai is.
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Linearis egyenletrendszerek | Gauss-eliminacié vs Elemi bazistranszformacié

Példa (folyt.).

Hatarozzuk meg a

11xq + 13x2 + 17x3 + 19x4 = 17
23x1 + 29x2 + 31x3 + 37xa = 3
41xq + 43x2 + 47x3 + 53xa = 8

linearis egyenletrendszer altalanos megoldasat Gauss-eliminaciéval.

11 13 17 19|17
23 29 31 37 3
41 43 47 53| 8

2L el 11 13 17 19| 17
41 43 47 53| 8
(~10)x[L][2], (~41)x[L]+[3] 0 _20 50 30| 328
0 —80 170 94 | 1279

(4. eldadas) Linearis egyenletrendszerek (2.) 2024.03.06.



Linearis egyenletrendszerek

Gauss-eliminacié vs Elemi bazistranszformacié

Példa (folyt.).

(—11)x[L]+][2], (—41)x[L]+[3]

~

(—4) Xr[\%']+[3']

(2.]-(~1/20), [3.]-(~1/30)

1 3 -3 -1
0 —20 50 30
0 —80 170 94
1 3 -3 -1
0 —20 50 30
0 0 -—30 -26
1 3 -3 -1
0 1 —5/2 -3/2
00 1 13/15
1 0 0 —2/5
01 0 2/3
0 0 1 13/15

—31
358
1279
—31
358
—153
—31
—179/10
51/10
~1/4

—103/20

51/10

2024.03.06.

(4. eldadas)

Linearis egyenletrendszerek (2.)
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Linearis egyenletrendszerek | Gauss-eliminacié vs Elemi bazistranszformacié

Példa (folyt.).

Hatarozzuk meg a

11xq + 13x2 + 17x3 + 19x4 = 17,
23x1 + 29x2 + 31x3 + 37xa = 3,
41xq + 43x3 + 47x3 + 53xa = 8

linearis egyenletrendszer altalanos megoldasat Elemi bazistranszformaciéval.

0‘ X1 X2 X3 X4‘ b

e | 11* 13 17 19 | 17

e | 23 29 31 37| 3

es | 41 43 47 5H3 | 8
1.‘ Xo X3 X4 ‘ b
xi | 13/11  17/11 19/11 17/11
e | 20/11*  —50/11  —30/11 | —358/11
e3 | —60/11 —180/11 —196/11 | —609/11
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Gauss-eliminacié vs Elemi bazistranszformacié

Linearis egyenletrendszerek

2. ‘ X3 X4 ‘ b 3. ‘ X3 ‘ b

x| 9/2  7/2 | 227/10 x| 6/13 | 547/260
xy | =5/2 —=3/2 | —179/10 xy | —10/13 | —2359/260
es | —30 —26* —153 xa | 15/13 153/26

2024.03.06.
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Linearis egyenletrendszerek | Gauss-eliminacié vs Elemi bazistranszformacié

P

Gauss-eliminacié
Elény:

@ Nincs vezéregyes!?
Akkor csinalunk!

Hatrany:

o Sokat kell szamolni.

(4. eldadas)

Elemi Bazistranszformacié
El6ny:

o A general6 elem tetszéleges
0-t6l kiilonb6z8 elem lehet,
nem sziikséges az els |épésben

az elsé oszloppal dolgozni.

o Lehet6ségiink van a kotott
valtozék , befolyasolasara”.

Hatrany:

o Sokat kell szamolni.

Linearis egyenletrendszerek (2.) 2024.03.06.



lgaz vagy Hamis?

o EBT soran a nulla nem lehet generaléelem. J

Igaz, a general6 elemmel osztani kell.

o Ha egy linearis egyenletrendszerben tdbb ismeretlen szerepel, mint
ahany egyenletbdl all, akkor nincs megoldasa.

Hamis, lehet végtelen sok megoldasa is.
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