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Bevezetés  Tudnivalék az el8adasrél

Kovetelmények (eléadas)

A legalabb kozepes (3) gyakorlatijegy megajanlott vizsgajegyként is
elfogadhat6”.

A vizsga irasban fog torténni, a vizsgadolgozat 100 pontos.
Ponthatéarok:

[0,39] ~  elégtelen (1)
[40,55] ~~ elégséges (2)
[56,73] ~~ kozepes (3)
[74,86] ~~ jo (4)
[87,100] ~~ Jeles (5)

* Az ebben a félevben megszerzett gyakorlati jegyek estén érvényes, ha a Hallgaté nem a
gyakorlati utévizsga alapjan kapta.
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Kovetelmények (gyakorlat)

Gyakorlat: 100 pontot lehet elérni.
24 pont elektronikus tesztekkel (minimum 10 pontot el kell érni).
60 = 30 + 30 pont két zarthelyi dolgozatbdl.

Tovabbi 16 pontot szerezhetnek a gyakorlatokon, a gyakorlatvezetsjiik
altal megadott médon.

e 6 o o

A ponthatarok megegyeznek a vizsga ponthataraval.

o Az egyik zarthelyi dolgozat javithat6 vagy poétolhatd, ha elektronikus
teszteken legalabb 10 pontot elért.
o Az elégtelen (1) gyakorlati jegy gyakorlati utévizsgan javithaté a félév
teljes anyagabdl irt dolgozattal.
A zarthelyi dolgozatok idépontjai:
o 1. zarthelyi dolgozat: 2024. marcius 18-22. a gyakorlaton.
o 2. zarthelyi dolgozat: 2024. majus 6-10. a gyakorlaton.
o Poét/Javité dolgozat: 2024. majus 20-24. héten.
o Gyakorlati utévizsga: 2024. majus 27-31. héten.
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1. El6adas
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Matrixok

Definicié: matrix.
Matrixon, pontosabban (n x m)-es valés matrixon egy
o kerek zarojelek kozétt elhelyezkeds,
o ,tablazatot” értiink, melynek n sora és m oszlopa van,

o elemei pedig R elemei, azaz valds szamok.

4
Példa.
3 -1 1/2
2 0 V2
1 -1 1
0 0 0 4%3
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1. El8adas | Mik is azok a matrixok?

Megjegyzés.
e A matrixokat altalaban nagybetikkel jeldljik (A, B, C,...). Az
A € R5%® matrix egy 5 sorbél és 6 oszlopbdl all6 valés szamokat
tartalmazé matrix.

o Matrix elemei: a B matrix j-edik soranak jedik elemére hasznalhatjuk
a bjj jeldlést, de ugyanezt az elemet (B);j-vel is szokas jeldIni. Az
elemeket az oszlopokban fentrél lefelé, mig a sorokban balrdl jobbra
szamozzuk. )

R™™ (n, m € N)

(R feletti (n x m)-es matrixok halmaza)
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1. El8adas | Mik is azok a matrixok?

Példa.
Sutode | termelési’” matrixa

liszt (kg) viz (I) s6 (dkg)

energia (kWh)

kenyér (1 kg) 0.8 0.3 3.0 2.4
kifli (8 db) 0.6 0.2 2.0 2.0
zsemle (12 db) 0.8 0.3 2.0 1.9
Sitdde ,arfolyam” matrixa
dec. 1. dec. 2. dec. 3.
liszt (Ft/kg) 400 380 420
viz (Ft/l) 25 22 23
s6 (Ft/dkg) 6 7 6
energia (Ft/kWh) 60 58 56
4
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1. El8adas | Mik is azok a matrixok?

Mennyibe keriilt 1 kg kenyér eléallitasa december 1-én?

liszt (kg) viz (I) s6 (dkg) energia (kWh)

kenyér 0.8 0.3 3.0 2.4
kifli 0.6 0.2 2.0 2.0
zsemle 0.8 0.3 2.0 1.9
dec. 1. dec. 2. dec. 3.
liszt 400 380 420
viz 25 22 23
sé 6 7 6
energia 60 58 56

Egy kenyér elGallitasa december 1-én
0.8-400+0.3-25+3.0-6+2.4-60 =489.5

Ft-ba kerilt.
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1. El8adas | Mik is azok a matrixok?

. ; , . dec. 1. dec. 2. dec. 3.
liszt viz s6 energia

kenyéer /0.8 0.3 3.0 24 szt o o o
kifl ( 06 02 20 20 ) o P
zsemle \ 0.8 0.3 2.0 1.9 energia 60 58 56

Hasonloképpen szamithatéak ki a kdvetkezd tablazat elemei.

dec. 1. dec. 2. dec. 3.
kenyér (1 kg) 489.5 470.8 4953
kifli (8 db) 377.0 3624 380.6
zsomle (12 db) \ 453.5 4348 461.3
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1. El8adas Matrixszorzas

Matrixszorzas

Definicié: matrixok szorzasa — egzisztencia.

Ha A (n x m)-es, B pedig (m X k)-s matrix, akkor létezik a szorzatuk,
A- B, amely (n x k)-s matrix. Mas esetben a szorzat nem létezik.

Definicié: matrixok szorzasa — a szorzata elemei.

Ha létezik az A - B szorzatmatrix, akkor az i-edik soranak j-edik elemét a
kovetkezoképpen kapjuk: &sszeszorozzuk A i-edik soranak elemeit B j-edik
oszlopanak megfelels elemeivel majd az igy kapott szamokat dsszeadjuk.
(,Az A-beli sor és B-beli oszlop skalarisszorzata.”)
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1. El8adas Matrixszorzas

Példa.
12 4 8 1 _11 1
HaA=1|1 3 9 27 | ésB= , akkor AB és BA is
1 5 25 125 L -2 4
1 -3 9
létezik, de kiilonbozd méretiiek.
Az AB matrix 2-dik soranak 3-adik eleme
1 2 4 8 1 _11 1 15 -33 94
1 3 9 27 1 2 4 = | 40 -101 |286
1 5 25 125 1 -3 9 156 —429 1234
1-14+3-14+9-4+27-9=286. )
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Definicié: matrixszorzas.

Legyen A (n x m)-es, B pedig (m x k)-s matrix:

1. El8adas Matrixszorzas

a1 a2 aim
. bi1 byj b1k
' b1 by by
A= dil a2 aim | » B = . .
bm1 bpmj bk
dnl an2 anm
Ekkor az A - B matrix (n x k)-s, i-edik soranak j-edik eleme:
(A-B)jj = ajibij + ajpboj + - - - + aimbmj = Z ajt - by.
y
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1. El8adas Matrixszorzas

Megjegyzés.
MATRIXOK SZORZASA NEM KOMMUTATIV!!!

Példa (A - B létezik, de B - A nem létezik.).

a (3 Y= -1,

de

~-1 0 .
(1 1) (1 —1) NEM LETEZIK.
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1. El8adas Matrixszorzas

Megjegyzés.
MATRIXOK SZORZASA NEM KOMMUTATIV!!!

Példa (A- B és B - A is létezik, de kiilonb6zé méretiiek.).

(3) -1 2=(53)

(-1 2)-(3) =)
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1. El8adas Matrixszorzas

Megjegyzés.
MATRIXOK SZORZASA NEM KOMMUTATIV!!!

y

Példa (A- B és B - A is létezik, egyforma méretiiek, de mégsem egyenldk.).
1 -1\ (-1 2)_ (-2 1
2 1 1 1) \-1 5)°
-1 2\ (1 -1\ _ (3 3
1 1 2 1) \30)°
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1. El8adas | Matrixok Gsszeadasa

Matrixok dsszeadasa

Definicié: matrixok Gsszegének létezése.

Ha az A és B matrixok (n x m)-es matrixok, akkor 6sszeadhatok. Az
osszegiik is (n x m)-es matrix lesz. Csak azonos méretii matrixok adhaték
Ossze. )

Definicié: matrixok Gsszege.
Az &sszegmatrix i-edik soranak j-edik eleme A i-edik sora j-edik elemének
és B i-edik sora j-edik elemének az dsszege:

(A+ B)j = ajj + by,

azaz a matrixokat elemenként adunk dssze. )
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1. El8adas | Matrixok Gsszeadasa

Példa.
1 -2 2 —1 C11 C12 3 -3
3 4 + 0 1 = Cr1 (€22 = 3 5
2 1 2 C31 C32 4 5
ahol
ca1=1+2, cp=(-2)+(-1),
@1 =3+0, cx=4+1,
a1=2+2, c3p=1+4.
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1. El8adas | Matrixok szorzasa skalarral

Matrix szorzasa skalarral

Megjegyzés.

Skalar = valés szam )

Definicié: matrix skalarszorosa — egzisztencia.
Mindig létezik.

Definicio: matrix szorzasa skalarral.
Az A matrixot gy szorzzuk a A skalarral, hogy A minden elemét

megszorozzuk A-val:
()\A),'j = )\a,-j.
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1. El8adas | Matrixok szorzasa skalarral

Példa.
3 -1 2 3\ (3-(-1) 3-2 3-3) (-3 6 9
1 01 3.1 3.0 3-1) \3 0 3
0,3 V2 e? 000
0- 3 —2 Vv2+v3|=(0 00
-1 0 0 000
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1. El8adas Matrix transzponaltja

Matrix transzponaltja

Definicié: matrix transzponaltja — egzisztencia.

Matrix transzponaltja mindig létezik, (n x m)-es matrix transzponaltja
(m x n)-es.

Definicié: matrix transzponaltja.

Az eredeti matrix sorait beirjuk az oszlopokba.

Példa.
;
Lo-1e 1 1 -1 2
1 0 0
11 1| =10 13
5 3 4 2 0 1 4
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1. El8adas Matrix transzponaltja

Matrix transzponaltja

Definicié: matrix transzponaltja — egzisztencia.

Matrix transzponaltja mindig létezik, (n x m)-es matrix transzponaltja
(m x n)-es.

Definicié: matrix transzponaltja.

Az eredeti matrix sorait beirjuk az oszlopokba.

Példa.
;
1 -12 1 1 -1 2
1 0 0
=(-10 1 3
-1 11 2 0 1 4
2 3 4
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1. El8adas Matrix transzponaltja

Matrix transzponaltja

Definicié: matrix transzponaltja — egzisztencia.

Matrix transzponaltja mindig létezik, (n x m)-es matrix transzponaltja
(m x n)-es.

Definicié: matrix transzponaltja.

Az eredeti matrix sorait beirjuk az oszlopokba.

Példa.
;
1 -12 1 1 -1 2
1 0 0
L1 4| =0 13
5 3 4 2 0 1 4
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1. El8adas Matrix transzponaltja

Matrix transzponaltja

Definicié: matrix transzponaltja — egzisztencia.

Matrix transzponaltja mindig létezik, (n x m)-es matrix transzponaltja
(m x n)-es.

Definicié: matrix transzponaltja.

Az eredeti matrix sorait beirjuk az oszlopokba.

Példa.
;
1 -12 1 1 -1 2
1 0 0
=(-10 1 3
-1 11 2 0 1 4
2 3 4
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1. El8adas | Miiveleti tulajdonsagok

Tétel.

Legyenek A, B és C valés matrixok. Valahanyszor az alabbi egyenléség
egyik oldala értelmezett, mindannyiszor a masik oldal is, és ekkor a kapott
két matrix megegyezik.

o (A+B)+ C=A+(B+C);

e A+ B=B+A;

e (A-B)-C=A-(B-C),

oA (B+C)=A-B+A-Cés(B+C)- A=B-A+C-A
° (AT)T:A;

o (A-B)T =BT .AT.
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1. El8adas | Munkanélkiiliségi rata

Definicié: munkanélkiiliségi rata.
A munkanélkiiliségi rata a munkanélkiiliek szamanak és a
munkaeré-allomanynak a hanyadosa, szazalékos formaban kifejezve.

Példa.

Egy gazdasagban a munkanélkiiliek és a dolgozok kozotti atmenetet a
kdvetkezé matrix irja le (1 éves id6tavon):

0.8 0.6
A= (0.2 o.4> '
A matrix alapjan egy év alatt a dolgozék 80%-a dolgozé marad, 20%-a
munkanélkilivé valik, a munkanélkiilieknek pedig 60%-a talal munkat és
40%-a marad munkanélkiili. Jelenleg 4000000 dolgozé és 1000000

munkanélkiili van. Mekkora lesz a munkanélkiiliségi rata 1, 2 és 3 év
mualva?

V.

(1. eldadas) Matrixok 2024.02.14.

26 /34



1. El8adas | Munkanélkiiliségi rata

Mekkora lesz a munkanélkiiliségi rata 1 év malva? J

A dolgozék és a munkanélkiiliek szama jelenleg millié f6ben szamolva:
Xo = 4 és Yo = 1.

Egy év mualva a dolgozdk létszama: x; = 0,8xg + 0, 6yp, a munkanélkiiliek
letszama pedig y1 = 0,2xp + 0, 4yp, azaz

X1 —A X0\ 0.8 0.6 4 o 3.8
w) =) " lo2 04) 1) 7 \12)-
A munkanélkiiliségi rata: Xl}'/i}}d = %88888 = 24%
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1. El8adas | Munkanélkiiliségi rata

Jelolés.

Legyen A € R"™<" é&s k € N, ekkor Ak = A-A... A
k db

Mekkora lesz a munkanélkiiliségi rata 2 év malva? J

(2)=4C) =2 (2 () =+ (%)

A munkanélkiiliségi rata: —22—

X2+y2
Mekkora lesz a munkanélkiiliségi rata 3 év malva? )
()-2G) =4 () -+ o)
y3 Y2 Yo Yo
vs

A munkanélkiiliségi rata: po

(1. eléadas) Matrixok 2024.02.14. 28/ 34



1. Elsadas | Specialis matrixok

Definicid: szimmetrikus matrix.
Az A matrix szimmetrikus, ha megegyezik a transzponaltjaval, azaz
AT = A

Példa. Megjegyzés.
Természetesen minden szimmetrikus
1 -1 2 matrix négyzetes, azaz (n x n)-es. Az
-1 0 —4. A = (ajj)nxn négyzetes matrix féatlojat
2 -4 -3 az a1, ..., ann elemek alkotjak.
Gy Q@\\'é&'?;‘\b
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1. Elsadas | Specialis matrixok

Definici6: triangularis matrix.

Egy (n x n)-es matrixot triangularisnak neveziink, ha a f6atl6ja alatt (vagy
felett) minden elem 0.
Példa.
3141
° 059 2 (fels triangularis matrix)
005 3 & !
0 0 05
3000
° 1500 (alsé triangularis matrix)
4950 gy '
1 2 35
V.
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1. El8adas | Specialis matrixok

Definicié: diagonalis matrix.
Az (n x n)-es A matrixot diagonalisnak neveziink, ha a féatlojan kiviili
elemek mind 0-3k (a f6atl6jaban tetszéleges elemek lehetnek).

Példa.
1 0 0 O
00 0 O
00 -2 0
00 0 4
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1. Elsadas | Specialis matrixok

Definicié: egységmatrix.
Az (n x n)-es egységmatrix az a diagonalis matrix, amelynek f&atléjaban
minden elem 1. Jele: E,,.

Példa.
1 00
E1:(1), E2:<é ?), Es=10 1 0
0 01
Megjegyzés.

Az egységmatrix a matrixszorzasra nézve gy viselkedik, mint az 1 valds
szam a val6s szamok szorzasara nézve. Barmely A € R™*" matrix esetén

E.-A=A-E,=A
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1. Elsadas | Specialis matrixok

Definicié: zéromatrix.
Az (n x n)-es zérématrix az a matrix, amelynek minden eleme 0. Jele: Z,
vagy Op.

Példa.
0 0 0 0O
21:(0), Z, = 0 o) Z3=10 0 0
0 00O
Megjegyzés.

A zérématrix a szorzasra nézve ugy viselkedik, mint a 0 valds szam a valés
szamok szorzasara nézve. Barmely A € R™ " matrix esetén

Zy-A=A-Z,=2,.
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lgaz vagy Hamis?

o Barmely (m x n)-es matrix transzponaltja (m x n)-es. J

Hamis, (m x n)-es matrix transzponaltja (n x m)-es.

pa

o Ha egy matrix szimmetrikus, akkor a f6atléjaban lévé elemek
megegyeznek. J

Hamis, pontosan akkor szimmetrikus egy matrix, ha megegyezik a
transzponaltjaval, de transzponalaskor a féatlé nem valtozik, tehat
tetsz6leges elemek szerepelhetnek benne.
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