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Homogén linearis egyenletrendszerek

Homogén linearis egyenletrendszer (HLER)

Definicié: homogeén linearis egyenletrendszer (HLER).

Legyen m,n € N, A= (a;;) € R™", b e R™! és x = (xq, X)L Az
Ax = b linearis egyenletrendszer homogén, ha b= (0,...,0)". Azaz, ha
linearis egyenletrendszeriink

ail-x1 + ... 4+ anp-Xp = 0

am1-X1 + ... + amn-Xn

alaka.

Jelolés.

Az Ax = 0 HLER megoldasainak halmazat Ua-val jeldljiik.
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Homogén linearis egyenletrendszerek

Megjegyzés.
Az Ax = 0 HLER megoldasainak Ua halmaza az alabbi tulajdonsagokkal
bir:
@ 0 € Ua (0 a trivialis megoldasa a HLER-nek),
@ ha cy,cr € Uy, akkor Ac; = 0 és Aco = 0, aminek kdvetkeztében
0=0+0=Ac; +Ac, = A(Cl -I-Cg) = A(C1 +C2), igyc1+c2 € Ug
(Ua zart az Gsszeadasra),

@ hace Uy és \ € R, akkor Ac = 0, aminek kovetkeztében
0=X-0=X-(Ac) =A(X-c), igy A-c € U (Ua zart a skalarokkal
valé szorzasra).
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Homogén linearis egyenletrendszerek

Tétel.

Homogén linearis egyenletrendszer megoldasai alteret alkotnak.

Tétel.

Linearis egyenletrendszer megoldasai pontosan akkor alkotnak alteret, ha a
linearis egyenletrendszer homogén.
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Homogén linearis egyenletrendszerek

Példa.
Tekintsik az

x1 + 2% 4+ 3x3 + 4xg = 0
x1 + 2x + x3 + 2x4 = 0

HLER-t. Hatarozzuk meg Ua-t, ahol A az egyenletrendszer matrixa.

A HLER bévitett matrixanak lépcsés alakja:

1 20 1]0
(A|Q)N...N<O - 10)'
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Homogén linearis egyenletrendszerek

Példa folyt.
o A bdvitett matrix utolsé oszlopa az elemi atalakitasok soran nem
valtozik, igy akar el is hagyhato.

@ A |épcs6s alakbol MINDEN leolvashaté: két kotott (x1 és x3) és két
szabad (x2 és x4) valtozé van, tovabba

Uy = {(—2X2 — Xg, X2, —X4,X4)T D X0, X4 € R} .

@ Az Uy altérben bazist kapunk, ha ligyesen valasztjuk meg a szabad
valtozok értékét:
o xo=1,x=0 v, =(-2,1,0,0)7,
@ Xp = 0, X4 = 1: Vo = (—1,0, —l, l)T
A v1, vo vektorrendszer bazis az Uy altérben, igy dimenzigja 2.
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Homogén linearis egyenletrendszerek

Definicié: fundamentalis megoldasrendszer.

HLER megoldasai alterének bazisat a HLER fundamentalis
megoldasrendszerének nevezziik.

Példa folyt.

Avi =(-2,1,0,0)7, vo = (1,0, —1,1)T vektorrendszer bazis a
megoldasok alterében, azaz fundamentalis megoldasrendszere az

xx 4+ 2% + 3x3 4+ 4x4 = 0
x1 + 2% + x3 + 2x4 = 0

HLER-nek.
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Homogén linearis egyenletrendszerek

Tétel.

Legyen m,n € N, A€ R™". Az Ax = 0 homogén linearis
egyenletrendszernek r = r(A) darab kotott és n — r darab szabad valtozéja
van, ezért az Up altér dimenzidja n — r. Ha a szabad valtozék

Xi 115+ -+ Xi,, akkor az alabbi (n — r)-esekhez tartozé

Xin=1 x.,=0 ... x,=0 vi=(..,1,...,0,...,0,...)7
Xjp =0 Xx,=1 ... x,=0 vo=0(..,0,...,1,...,0,...)7T
Xin=0 X.,=0 ... x,=1 voop,=(...0,....0,....1,...)7

megoldasok fundamentalis megoldasrendszert alkotnak. Azaz, ha a szabad
valtozok helyébe ezeket az értékeket helyettesitjiik, és meghatarozzuk a
kotott valtozok értéekét, akkor ezek a konkrét megoldas-vektorok az Ux
megoldastér egy bazisat alkotjak.
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Homogén linearis egyenletrendszerek

Példa.
Tekintsiik az Ax = 0 HLER-t, ahol

i 1 1 1 1 5 4 6 i1 0o o O -1 -1 -3
A= i 1 0 2 1 7 4 5 o~ 0O 0 1 0 o 0 0 2
i1 1 3 1 9 4 8 0O 0 O 1 o 2 0 1
2 2 1 5 1 2 3 7 0O 0 O o0 1 14 5 6

Négy kotott (x1, x3, xa, x5) és négy szabad ismeretlen van (x2, X, X7, Xg),
az Up, altér dimenziéja n — r(A) = 8 — 4 = 4. A HLER megoldasalterének
bazisa:

x2=1,%=0,x7=0,x¢=0 ~ v;=(-1,1,0,0,0,0,0,0)7,
X2:0,X5:1,X7=0,X8:0 ~ V2 (11,00 2—14100)
X2:0,X6=0,X7:1,X3:0 ~ (1,0,00 5010)
X»=0,x%=0,x7=0,xg=1 ~ =(3,0,-2,— 6,0,0,1)T.
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Homogén linearis egyenletrendszerek | Alterek megadasa

Tétel.
Legyen U altér a V = R" vektortérben. Ekkor van olyan vq,...,vx € V
vektorok, amelyekre U = [vy, ..., v] teljesiil.
Példa.
3 -1 0 -3
Legyen A= | —6 6 —6 —3|. Ekkor U, altér az R* vektortérben,

8 3 5 7
amelynek bazisa a

vi = (13/18,-5/5,-37/18,1)"

vektorrendszer, ezért
UA = [Vl].
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Homogén linearis egyenletrendszerek | Alterek megadasa

Tétel.

Legyen U altér a V = R" vektortérben. Ekkor vannak olyan m természetes
szam és A € R™*" hogy U = Ua.

V.

Példa.

Legyen U = {(a, b,c,d)T :a=b—-2césc=d—a+ b}. Ekkor U altér
az R* vektortérben és

U:{(a,b,c,d)T:a:b—2césc:d—a+b}

:{(aabacad)-r:3—b'|‘2C:0ésa—b'i‘C—d:O}:UA7

1 -1 2 0 1 -1 0 -2
ah°'A_(1 ~1 1 —1)”“(0 0 1 1)'
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Sajatérték, sajatvektor

Sajatérték, sajatvektor

Definicié: matrix sajatértéke.
Legyen n € N. Az A (n x n)-es val6s matrixnak sajatértéke a A valés

szam, ha van olyan v € R"”, v # 0 vektor, melyre A-v = X - v teljesil
(~ v a A sajatértékhez tartozé sajatvektor).

Definicié: matrix sajatvektora.

Legyen n € N. Az A (n x n)-es valés matrixnak sajatvektora a
v € R"\ {0} vektor, ha van olyan X val6s szam, melyre A-v = \-v
teljesiil (~~ v a A sajatértékhez tartozé sajatvektor).
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Sajatérték, sajatvektor

Példa.
3 4 4
Legyen A= 2 1 —2], ekkor
4 —4 -1
@ a \ = 3 valés szam sajatértéke A-nak, mivel a v = (0,—1,1)7
vektorra
Av=A-(0,-1,1)T =(0,-3,3)T =3-(0,-1,1)T =3 v
teljesiil.
o av=(2-3,2)" vektor sajatvektora A-nak, mivel
Av=A-(2,-3,2)T =(2,-3,2)T =1-(2,-3,2)T =1-v.
A v vektor a A = 1 sajatértékhez tartozik. )
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Sajatérték, sajatvektor

Megjegyzés (A sajatértékek meghatarozasa).

Tegyiik fel, hogy a v € R"\ {0} vektor sajatvektora az A € R"™*"
matrixnak, mégpedig a A € R sajatértékhez tartozé sajatvektora. Ekkor

Av=XlA-v<=A-v=X-E,-v
< (A-X-E;)-v=0.

Ez azt jelenti, hogy v nemtrivialis megoldasa az (A—\- E,) -x=0
HLER-nek. Ha |A — X - E,| # 0 teljesiilne, akkor (a Cramer-szabaly
kdvetkeztében) a HLER-nek pontosan egy megoldasa lenne, a trivialis
(x =0). Igy az A — )\ - E, matrix determinansa 0.

Tétel.

Az A matrixnak a X valds szam pontosan akkor sajatértéke, ha
|[A—X-E,| =0.
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Sajatérték, sajatvektor

Definicié: karakterisztikus polinom.

Legyen n€ Nés Ac R™". A pa =|A— X E,| polinomot az A matrix
karakterisztikus polinomjanak nevezziik.

Tétel (A sajatértékek és a karakterisztikus polinom).

A ) valés szam pontosan akkor sajatértéke az A valds négyzetes matrixnak,
ha X gyoke A karakterisztikus polinomjanak.
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Sajatérték, sajatvektor

Példa.

Hatarozzuk meg az A = (35 45) matrix sajatértékeit.

-6 2

Az A matrix karakterisztikus polinomja:

35 45 10
m=a-rl=|(% )2 (o 1))
|35 45\ (X 0\|_[35—-X 45
“I\-6 2 0 A| | -6 2—2)
= A2 — 37\ + 340.

Az \? — 37\ + 340 = 0 egyenlet megoldasai: 20 és 17. Igy A sajatértékei:
A1 =206s \p = 17.
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Sajatérték, sajatvektor

Példa.

) matrix sajatértékeit.

Hatarozzuk meg az A = (_01 (1)

Az A matrix karakterisztikus polinomja:

-2 1
PA:|A_)\‘E2|:‘_

_ 12

Az A% +1 = 0 egyenletnek nincs valés megoldasa, ezért az A matrixnak
nincsenek valods sajatértékei.

(10. eldadas) HLER & Sajatérték, sajatvektor 2023.04.26.



Sajatérték, sajatvektor

Definicié: sajatalter.

Valés matrix adott sajatértékhez tartozé sajatvektorai a zérusvektorral
egyiitt alteret alkotnak. Ezen altér az adott sajatértékhez tartozé
sajataltér. A )\ sajatértékhez tartozé sajatalteret U, jeldli.

Tétel (Sajataltér bazisa).

Legyen n € N és A € R"*". Az A matrix \ sajatértékéhez tartozo
sajatalterének egy bazisa éppen az (A — X - E)x = 0 HLER megoldasterének
egy bazisa (azaz egy fundamentalis rendszere).

V.
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Sajatérték, sajatvektor

Példa.
2 5 5

Adjuk megaz A= [0 3 1| matrix sajatértékeit, és az egyik
0 -2 0

sajatértékéhez tartozd sajatalterét.

@ Az A matrix karakterisztikus polinomja:
2—A 5 5
pA:|A—>\'E3|: 0 3—A 1
0 -2 0-A
=(2-NEB=N(A) = (-2)]=(2- 1)\ -31+2) =
=2-ANA-2)A—-1)=—-(A—-2)?(\-1).

o Az A matrix sajatértékei: Ay =2 és A\, = 1.

o Meghatarozzuk U,,-et, azaz a A\; = 2-hdz tartozo sajatalteret.
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Sajatérték, sajatvektor

Példa folyt.

Az U,, sajataltér meghatarozasahoz meg kell oldani az (A— A1 - E3)-x =0
HLER-t, melynek matrixa

0 5 5 011
A-X\-E5=(0 1 1 ]~([0 00
0 -2 -2 0 00O
A megoldasok altere a A1 = 2 sajatértékhez tartozo sajataltér. Mivel a
lépcsSs alakbdl leolvashatd, hogy x» = —x3, és x1, x3 szabad ismeretlenek,
igy:

Uy, = {(Xl, —x3,x3) " 1 x1,x3 € R},

melynek egy bazisa az (1,0,0)", (0, —1,1)7 vektorrendszer.

Megjegyzés.
VIGYAZAT: 0 € Uy,, de 0 nem sajatvektor!!!
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Sajatérték, sajatvektor | Leontief modell és a sajatértékek

A sajatértékek kapcsolata a Leontief-modellel

Tétel.

Legyen G olyan gazdasag, melynek n agazata van (n € N), valamint legyen
C € (R§)™" a raforditasi matrixa e gazdasagnak. Ekkor az x = Cx +d
egyenletnek akkor és csak akkor van tetszéleges d > 0 esetén x > 0
megoldasa, ha a kovetkezé ekvivalens feltételek valamelyike teljesiil:
o (E — C)7! letezik, minden eleme nemnegativ, és C™ — 0, ha m — oo
(ez korabban szerepelt).

o C minden sajatértékének abszolutértéke kisebb, mint 1.

Mivel a x = Cx + d egyenlet megoldhatésagabdl kdvetkezik a gazdasag
miikddsképessége, igy a matrix sajatértékei alapjan is eldonthets a
miikodskepesség.
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Sajatérték, sajatvektor | Leontief modell és a sajatértékek

A 2x2-es matrixok sajatértékeit és sajatvektorait szemléltetni a kdvetkezd
angol nyelvii videé. Ha egy adott 2x2-es matrix oszlopvektorait a standard
bazis képének tekintjiik, és ennek mintajara a sik dsszes vektorat
transzformaljuk, akkor a sajatértékek és sajatvektorok geometriai jelentést
kapnak, ezt mutatja be a vide6, amely az el6adason magyar nyelvii
magyarazattal szerepel:

https://youtu.be/PFDu9oVAE-g?t=80
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