3. Eléadas
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LER-ek (1.) Miért is jék az egyenletrendszerek?

Tekintsiik a kdvetkezd egyszerii kereslet-kinalati problémat: valaki
tarégombdcot szeretne arulni. Piackutatas alapjan tudjuk, hogy a
tarégombécok iranti kereslet (Q) linearisan fiigg a tarégombdécok aratol
(P), mégpedig a

R=15-2P

Osszefliggés szerint. Ugyanakkor minél alacsonyabb az ar, emberiink annal
kevesebb tarégombécot hajlandé gyartani (Q), a

Q=5+3P

osszefiiggés szerint. Mi lesz a tarégombdc ara? Az ar a kereslet-kinalat
torvénye szerint annyi lesz, ami mellett a kereslet és a kinalat egyensilyba
keriil, vagyis amelyre

Q 5 — 2P

R = 5 + 3P

egyszerre teljesiil.
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LER-ek (1.) Miért is jék az egyenletrendszerek?

Tegyiik fel most, hogy Gjabb valtozékat vezetiink be, melyek
befolyasolhatjak a kereslet-kinalati viszonyokat. Legyenek ezek C, ami a
vasarlék jovedelmének, illetve L, ami a termel6 munkaerékoltségének felel
meg. Ujabb piackutatas alapjan a fenti 4 valtozok bevezetése utan a
kapott linearis egyenletrendszer:

Q = 5bC-2P
@ = 500+3P—10L

Ez az egyenletrendszer joval bonyolultabb, mint az el6z8, ugyanis végtelen
sok megoldasa van. Az ilyen egyenletrendszerekre gy érdemes gondolni,
hogy azok dsszefiiggéseket hoznak létre a benniik szerepld valtozok kdzott
— a célunk ezen Osszefiiggések meghatarozasa.
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LER-ek (1.) Miért is jék az egyenletrendszerek?

Q = 5C-2P

Q 500 + 3P — 10L
Az egyenletrendszerre tekinthetiink Ggy, hogy az meghatarozza a termelt
tarégombéc-mennyiséget és arat (Q és P) a vasarléi jovedelmek és
munkaerékoltség fliggvényében (C és L). Ebben az esetben az Gsszefliggés:

QR = 4C-2L+100
P = C+2L-100

Ez azt jelenti, hogy a C és L valtozéknak barmilyen értéket adva, a Q és P

értékét a fenti formulakkal meghatarozva, az egyenletrendszernek egy
megoldasat kapjuk.
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LER-ek (1.) Miért is jék az egyenletrendszerek?

Van-e olyan médszer, amely egy adott linearis egyenletrendszer esetén segit
meghatarozni az Osszes dsszefliggést a valtozok kdzott?

Természetesen van ilyen médszer, de ahhoz el8szor matematikai

precizitassal definialni kell, hogy mit értiink egyenletrendszeren, illetve
annak megoldasan ...

(3. eléadas) LER-ek (1.) 2023.02.22. 5/39



LER-ek (1.) A linearis egyenletrendszer (A LER)

Definicié: LER.
LER-nek nevezziik az alabbi objektumot:

ail-x1 + an-xe + - 4+ aimXm = by,
ap-x1 + ap-x2 + -+ 4+ amm-Xm = by,
ahol
X1, X2, ..., Xm az ismeretlenek (vagy valtozok),

az ajj (1 <i<n, 1<j< m)valés szamok az egyiitthatok,

a by,..., b, valés szamok a konstansok.
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LER-ek (1.) A linearis egyenletrendszer (A LER)

Definicié: LER konkrét megoldasa.

Az elébbi LER konkrét megoldasan egy olyan (si, sy, ..., Sm) valds
szam-m-est értiink, amelyet behelyettesitve az egyenletrendszerbe, minden

egyenl|Gség teljesiil:

ailst + ans + -+ aimSm = by,

an1st + ams2 + -+ ammSm = bn-
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LER-ek (1.) Linearis egyenletrendszer és matrixai

Definici6: LER (egyiitthaté)matrixa.
Az

ail-x1 + an-xe + - 4+ aimXm = by,

anl-x1 + am-x2 4+ - + amm-Xm = bp,

LER (egyiitthaté)matrixa az alabbi (n x m)-es valés matrix:

dil] d12 ... dim
dp1 a2 ... aim

b
dnl adn2 ... dnm

amely a LER egyiitthatéit tartalmazza.
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LER-ek (1.)  Linearis egyenletrendszer és matrixai

Definicié: LER matrixos alakja.

Legyen LER-link matrixa A € R™*". Jelélje b a konstansokbél alkotott
b1 X1

matrixot, valamint x az ismeretlenekbdl alkotott | : | matrixot.

bm Xn
Ekkor LER-iink az alabbi (t6mdor) formaban irhaté fel:

A-x=b,

amelyet a LER matrixos alakjanak neveziink.
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LER-ek (1.) Linearis egyenletrendszer és matrixai

Példa.
Az

{

LER matrixos alakja:

azaz

-1 2

ahoIA:(2 6

—x1 + 2x — 3X3 = 7

2x1 — 6xx + Tx3 = 8

-1 2 =3\ () _ (7

2 -6 7 2]~ \8)’
X3

A-x=b,

-3

X3

X1 7
7 ) (a LER matrixa), x= | x2 | ésb = (8)
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LER-ek (1.)  Linearis egyenletrendszer és matrixai

Definicié: LER kiegészitett matrixa.
Az

a1 x1 + aw-xe + o+ 4+ am-Xm = b,

ant-Xx1 + am-xX + -+ + am-Xm = by,

LER kiegészitett matrixa (vagy bévitett matrixa) az alabbi
(n x (m+ 1))-es val6és matrix:

all ai2 e aim b1
ani doo e aom b2

)
anl an2 ... anm | bn

amely a LER egyiitthatéit és a konstansokat tartalmazza.
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LER-ek (1.) | Cramer-szabaly

Definicié: Szabalyos LER.

Azt mondjuk, hogy egy linearis egyenletrendszer szabalyos, ha a benne
szerepl6 egyenletek és ismeretlen szama megegyezik, azaz matrixa
négyzetes, tovabba matrixanak determinansa nem 0.

Tétel (Cramer-szabaly).

Ha az

ain-xy + apxe + -+ Am-Xm = by,

am-x1 + am-x + - 4+ am:-Xm = by,

egyenletrendszer szabalyos, akkor pontosan egy megoldasa van, amely ...
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LER-ek (1.) | Cramer-szabaly

Tétel (Cramer-szabaly (folyt.)).

..., amely a kovetkezé:

il ... ay-1 b1 A&y .- ain
a1 ... a1 br axiyy ... a2n

o — anl ... dp(i-1) by dn(i+1) -+ 4nn (1<i<n)

1 — ~X ~X .
ai ... ai(j-1) 91 9d1(i+1) --- 9in
a1 ... a(j-1) 92i 4d2(j+1) --- 92n
anl ... ap(i-1) @ni Adn(i+1) --- @nn

v
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LER-ek (1.) | Cramer-szabaly

Megjegyzés.

Tehat a fenti tétel (Cramer-szabaly) azt mondja ki, hogy pontosan egy
megoldas létezik, azaz az xi, .. ., x, ismeretleneknek csak egyféleképpen
lehet tgy értéket adni, hogy az egyenletrendszer egyenletei teljesiiljenek.

Sé6t, a tétel meg is hatarozza, hogy mik ezek az értékek:

x; értékét egy tort adja meg, amelynek nevezdje az egyenletrendszer
matrixanak determinansa (amely nem 0, mert az egyenletrendszer
szabalyos!), a szamlaléban pedig az i-edik oszlopot kicseréljiik a
konstansok oszlopaval.

ain ... ayi-1 bioapy) - A
a1 ... ayic1) b oaxyny oo a2
a1 .- An(i—1) bn o an(iy1) oo am
a ... ad(j-1) a1 Ai41) --- din
a1 ... dyj-1) A2 a(i41) --- 92n
anl .- An(i-1) @ni Adp(i+1) --- Aann
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LER-ek (1.) | Cramer-szabaly

Példa.
Oldjuk meg a
20 — x3 + xx = 1,
—x1 + 2x + 2x3 = 2,
2x1  + X2 = -1

egyenletredszert Cramer-szaballyal, ha lehetséges.

A Cramer-szabaly nem alkalmazhato,
mert az egyenletrendszer matrixa nem négyzetes matrix.
0 2 —-11
-1 2 2 0
2 1 0 O
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LER-ek (1.) | Cramer-szabaly

Példa.
Oldjuk meg a
X1 + 20 + 2x3 = 1,
X1 + 2 + 2x3 = 2,
2x1 + x» 4+ x3 = -1

egyenletredszert Cramer-szaballyal, ha lehetséges.

A Cramer-szabaly nem alkalmazhato,
mert az egyenletrendszer matrixa ugyan négyzetes, de determinansa 0.
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LER-ek (1.) | Cramer-szabaly

Példa.
Oldjuk meg a
2% —  x3 = 1,
—x1 4+ 2x + 2x3 = 2,
2x1  + X2 = -1

egyenletredszert Cramer-szaballyal, ha lehetséges.
Az egyenletrendszer matrixa négyzetes, determinansa:

0 2 -1
~1 2 2|=13#0.
2 1 0

Az egyenletrendszer szabalyos, igy alkalmazhat6 a Cramer-szabaly.
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LER-ek (1.) | Cramer-szabaly

Példa (folyt.).
A linearis egyenletrendszer egyetlen megoldasa:
1 2 -1
2 2
-1 1 0 —-10
X1 = 13 X1 = 13
0 1 -1
-1 2 2
2 -1 0 7
X2 = 13 X2 = 13’
0 2 1
-1 2 2
2 1 -1 1
X3 = —13 X3 = 1—3 |
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LER-ek (1.) | Cramer-szabaly

Megjegyzés.
@ A Cramer-szabaly NEM alkalmazhat6 olyan esetben, ha az
egyenletrendszer nem ugyanannyi egyenletet és ismeretlent tartalmaz.

@ A Cramer-szabaly NEM alkalmazhat6 olyan esetben, ha az eléz6
feltétel teljesiil, azonban az egyiitthatématrix determinansa 0.
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LER-ek (1.) | Altalanos LER-ek

Definicio: LER altalanos megoldasa.

LER altalanos megoldasan konkrét megoldasainak Osszességét értjiik.

Példa.
Tekintsiik a kdvetkezé linearis egyenletrendszert:

x1 + x - X3 — x4 = 1,
X1 + 3x3 — 2x4 = 3,
x1 + 2x% — bx3 + x4 = 3.

Az egyenletrendszer egy konkrét megoldasa: (11, —6,0,4). Az
egyenletrendszer (egy) altalanos megoldasa:

x1=11-3x3, xx=—-6+4x3, x»=4 (x3€R).

Az x1, xo és x4 ismeretlenek a kotott ismeretlenek. Az x3 ismeretlen pedig
szabad ismeretlen. A fent emlitett konkrét megoldast pedig agy kapjuk
meg, hogy a szabad ismeretlennek az x3 = 0 értéket valasztjuk.

.
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LER-ek (1.) | Altalanos LER-ek

Az altalanos megoldas nem mindig egyértelmii.

Példa.

Az
xx + x — x3 — x3 = 1
x1 + 3x3 — 2x4 = 3,
x1 + 2x% — bxz + x4 = 3

linearis egyenletrendszernek az alabbiak mindegyike altalanos megoldasa:

(1) x1=11-3x3, xo=—-6+4x3, x4 =4, (x3 € R)

(2) X]_:%—§X2, X3=%+%X2, x4 = 4, (XQGR)
(3) xz:23—6—%x1, X3=%—%X1, x4 = 4, (x1 € R).

y

A haromféle megoldas abban kiilonbozik, hogy mashogy valasztottuk meg a
(zolddel jeldlt) szabad ismeretlent, aminek az értéke tetszéleges valés szam
lehet.
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Linearis egyenletrendszerek | A Gauss-eliminacié

Definicid: LER elemi atalakitasai.
LER elemi atalakitasai a kovetkez8k:

o két egyenlet felcserélése,
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Linearis egyenletrendszerek | A Gauss-eliminacié

- 4x — 8x = —4

X1 - X2 — 3x4 = 1

3x1 — X + x3 — bxyg = 5
i

X1 - X2 — 3xq = 1

— 4x - 8 = -4

3x1 — X + x3 — bxyg = 5
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Linearis egyenletrendszerek | A Gauss-eliminacié

Definicid: LER elemi atalakitasai.
LER elemi atalakitasai a kovetkez8k:
o két egyenlet felcserélése,

o egy egyenlethez masik egyenlet tetszéleges szamszorosanak
hozzaadasa,
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Linearis egyenletrendszerek | A Gauss-eliminacié

X1 — X2 — 3X4 = 1
— 4x - 8y = -4
3x1 — X + x3 — bxqg = 5 ‘ + (—3) X [1]
)
X1 - X2 - 3X4 = 1
— 4x - 8 = -4
2% + x3 + 4dx4 = 2
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Linearis egyenletrendszerek | A Gauss-eliminacié

Definicié: LER elemi atalakitasai.
Linearis egyenletrendszer elemi atalakitasai a kovetkezok:
o két egyenlet felcserélése,

o egy egyenlethez masik egyenlet tetszéleges szamszorosanak
hozzaadasa,

@ egyenlet szorzasa 0-t6l kiilonb6z6 valés szammal.
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Linearis egyenletrendszerek | A Gauss-eliminacié

X1 - X2 - 3X4 = 1
— 4x - 8 = —4 | - (—%)
2 + x3 + 4dxq = 2
(i
X1 — X — 3xq =1
X + 2x4 = 1
2% + x3 4+ 4dxg = 2
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Linearis egyenletrendszerek | A Gauss-eliminacié

X1 — X2 - 3x =1 | +[2.]
X2 + 2X4 — 1
20+ x3 + bdxa = 2 |+ (—2) x [2]
T
X1 — X4 = 2
X2 + 2x4 = 1
X3 = 0
x1 =2+ xa,

Xo = 1—2X4,

X3=0,

ahol x4 tetsz6leges valds szam. Az x4 valtozo szabad, x1, x2, x3 pedig
kotott valtozoék.
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Linearis egyenletrendszerek | A Gauss-eliminacié

A kisérlet eredménye az, hogy
o az elemi atalakitasok nem valtoztatjak meg az egyenletrendszer
konkrét megoldasait,
o az elemi atalakitasok segitségével megkaphaté a linearis
egyenletrendszerek altalanos megoldasa,

@ sokat irtunk feleslegesen. )
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Linearis egyenletrendszerek | A Gauss-eliminacié

Definicié: Matrixok elemi atalakitasai.
Matrixok elemi atalakitasai a kdvetkezsk:
o két sor felcserélése,
o egy sorhoz masik sor tetszéleges szamszorosanak hozzaadasa,

@ sor szorzasa 0-tél kiulonbodzé valés szammal. )

Jelolés.
Ha a B matrix elemi atalakitasokkal keletkezik az A matrixbdl, akkor az
A ~ B jeldlést hasznaljuk.
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Linearis egyenletrendszerek | A Gauss-eliminacié

— 4X2 — 8X4 = —4
X1 — X2 — 3x4 = 1
3x1 — X + x3 — bxyg = 5

0 -4 0 —8|—4
1 -1 0 3|1
3 -1 1 5|5
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Linearis egyenletrendszerek | A Gauss-eliminacié

0 -4 0 —8|-4

1 -1 0 -3|1
3 .11 -5|5
op) 1 -1 0 -3]1
= 0 -4 0 —-8|—4

BI+(=3)x[L]

(2.]-(-1/4) 0 1 0 2 |1
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Linearis egyenletrendszerek | A Gauss-eliminacié

110 3|1\ oo /100 -1]2

0 1 0 2 |1 |[PHEERRERIL G 0 o |y

0 2 1 42 001 00
x1 =2+ xa,

Xo =1 — 2xq,

X3:05

ahol x4 € R. Az x4 valtozé szabad, x1, xo, x3 pedig kotott valtozok.
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Linearis egyenletrendszerek | A Gauss-eliminacié

Definicié: Lépcsés alaka matrixok.

Legyen A tetszéleges valés matrix. Ha az A matrix a zérusmatrix, akkor
lépcs6s alaka. Tegyiik fel, hogy A nem a zérusmatrix. Ekkor A lépcsés
alaka, ha

@ a matrix azon sorai, amelyek csak 0-kat tartalmaznak, azon sorok alatt
helyezkednek el, amelyek tartalmaznak 0-tdl kiilonb6z6 elemet,

o ha a matrix i1-edik és ir-edik sora tartalmaz 0-tél kiilonb6zé elemet
(h < i), és ajj,, illetve aj,j, ezen sorok els6 0-tdl kiilonbozs elem,
akkor

° ajyj, = ajpjy = 1,
e j1 < jo, azaz minden sorban az els6 nem nulla elem , hatrébb” van, mint
a megel6z6 sor elsé nem nulla eleme,

o (a nem csak 0-kat tartalmazé sorok kezdd 1-ese feletti elemek 0-3k).
V.
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Linearis egyenletrendszerek | A Gauss-eliminacié

0 ... 01l m 0o m 0 mmmm 0 mm
0 ... O [1/m 0 memm @ mm
0 0 [1] memm o mm
0 0

0 0 [1] e
0 0
0 0

A sel jelolt elemek a vezéregyesek.
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Linearis egyenletrendszerek | A Gauss-eliminacié

Tétel.

Elemi atalakitasokkal (Gauss-féle
kikiiszoboléssel, azaz Gauss-eliminaciéval)
barmely matrix lépcsés alakra hozhaté.

A Gauss-eliminacié nagyon hasonlé a
determinansok szamolasanal alkalmazhaté
,kinullazashoz". Azonban Gauss-eliminacié
soran CSAK a SOROKON végezhetsk
atalakitasok, az OSZLOPOKON NEM.
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Linearis egyenletrendszerek | A megoldasok szama

LER megoldhatésaga

LER-nek pontosan akkor nincs megoldasa, ha b&vitett matrixa lépcsés
alakjanak utols6 nem csupa 0-at tartalmazé sora ellentmondé, azaz a
kovetkez6 alaku:

0 ... o|[1]
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Linearis egyenletrendszerek | A megoldasok szama

Tétel (a megoldasok szamardl).

Az
anxiy + ...+ aimxXm = bi

anmXpt + ... + ammXm = bn

egyenletrendszernek

@ nincs megoldasa, ha bévitett matrixanak lécsés alakjaban van
ellentmondé sor,

@ pontosan egy megoldasa van, ha bévitett matrixanak lécsés alakjaban
nincs ellentmondé sor és nincs szabad valtozéja,

o végtelen sok megoldasa van, ha bévitett matrixanak lécsés alakjaban
nincs ellentmondé sor és van legalabb egy szabad valtozoja.
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Linearis egyenletrendszerek | A megoldasok szama

Xx1+x2+x3=1 Xx1—x2+x3=1 x1+x2+x3=1
3X1—|—3X2+X3:1 3X1+3X2+X3:1 3X1+3X2-|—X3:1
X1 +X2o—x3 =2 X1 +Xx2—x3=3 X1 +Xx2—x3=-—1
1 1 1 1 1 -1 1 1 1 1 1 1
3 3 1 1 3 3 1 1 3 3 1 1
1 1 -1]2 1 1 -1/3 1 1 -1 -1
1 1 010 1 0 O 2 1 1 010
0 0f|1]0 0|1 0| -1 0 0|11
0 0 01 0 01| =2 0 0 0O
Nincs megoldas. Egy megoldas van. Végtelen sok mo. van.
Nincs szabad valtozé. Van szabad valtozé (x2).
Mo.: x1 =2, xo = —1, x1 = —x2, x3 =1 (x2 €R)
X3 = —2
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