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L
R"

Definici6 (Valos szam-n-esek halmaza).

Legyen n természetes szam. A R" halmaz elemeit valés szam-n-eseknek
nevezziik:

a=(a,...,an),

ahol a1,..., a, valés szamok; a; az a valés szam-n-es j-edik komponense.

o R? valés szamparok halmaza, pl.: (1,2), (3,v2);
o R3 valés szamharmasok halmaza, pl.: (—1,0,1), (7,v/3, —7).
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EE——c e Sl

Definicié (Valos szam-n-esek egyenlsége).
Az (a1,...,an) és (b1,..., by) val6s szam-n-esek pontosan akkor egyenlék,
ha a megfelel6 komponenseik egyenlék, azaz

(al,...,an):(bl,...,b)gal—bl,...,an:bn.

Példa.

(—1,2) # (~1,2,3),
(—1,2,3.14) # (—1,2,7),
(6,28,496,8128) = (2(2% — 1),2%(23 — 1),2*(2° — 1),2°(2" — 1)).
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EE——c e Sl

Definici6 (Osszeadas és szammal szorzas).

Az R" halmaz elemein definialjuk az 6sszeadast, és a valés szamokkal
torténd szorzast a kovetkezé6 médon. Ha (a1, ..., an), (b1,...,bs) € R",
akkor

def.
(81,...,an)+(b1,...,bn) = (21+b1,...,an+bn)

def.
a-(a1,...,an) = (a1, ...,aap).

Példa.

(1,v/2—1,3,0.4) + (2,1,0,-1.2) = (3,V2,3,-0.8),
0-(1,-1,v2,7) =(0,0,0,0).
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EE——c e Sl

Definicié (Valos vektortér).

Az igy kapott (R"; +, - (a € R)) struktarat nevezziik (valds)
vektortérnek.
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S
Vektortér

Jelolések
e Vektortér: V, U, ...; elemei a vektorok (u, v, w, ...).
e Skalarok: R elemei (o, 3, 7, ...).

Definicié (Zérusvektor).

Az R" vektortér csupa 0-bél all6 vektorat zérusvektornak nevezziik, és 0-val
jeldliiik; 0 = (0, ..., 0).
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Tétel (Vektorterek elemi tulajdonsagai).

Legyen V valés vektortér. Ekkor tetszéleges u, v € V vektorra és o, 5 € R
skalarra érvényesek a kovetkezsk:

Q u+ v =v+ u (avektorok dsszeadasa kommutativ);
Q@ 0+tu=uy

Q@ (-1)-u+u=0;

Q o (f-u)=(af)-u;

Qa (ut+v)=a-uta-v;

QO (a+pB)-u=a-u+p-u;
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\EISCI Il Alterek

Alterek

Definicio (Altér).

A V vektortér U nemires részhalmaza altere V-nek, ha zart az
Osszeadasra és a val6s szammal torténd szorzasra nézve, azaz barmely két
U-beli vektor Gsszege U-ban van (ha u,v € U, akkor u+ v € U) és
tetszéleges valés szammal szorozva barmely U-beli vektort ismét U-beli
vektort kapunk (ha u € U és a € R, akkor a- u € U).

Jele: U<V

Ha 0 ¢ U, akkor U nem altér. |

(7. eléadas) Vektorterek (1.) 2020. marcius 25. 8 /37



\EISCI Il Alterek

Az alterek maguk is (valds) vektorterek, igy barmi, amit vektorterekrdl
mondunk, vonatkozni fog azok altereire is.

Példa.
o Tetszéleges V vektortérben {0} és V alterek (trivialis alterek).

e A V = R? vektortérben az U = {(Xl,XQ) € R? | x1,x > 0}
részhalmaz nem altér, mert (2,3) € U, —1 € R, de
(—1)-(2,3) = (—2,—3) ¢ U (azaz U nem zart a skalarokkal val6
szorzasra).

o Az R? vektortér azonosithaté a sikkal, ekkor U éppen a pozitiv
siknegyed.

e A V = R? vektortérben az U = {(Xl,X2) € R? | xpxp > 0} részhalmaz

nem altér, mert (2,4),(—3,—2) € U, de
(2,4)+(—3,-2) = (—1,2) ¢ U (azaz U nem zart a vektorok
Osszeadasara vonatkozoéan).
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\EISCI Il Alterek

Egy kis geometria: a sik

A 2-dimenziés sikon, azaz R%-ben az alterek a kdvetkezsk:
@ a sik maga;
@ az origén (O = (0,0)-an) atmend egyenesek;

@ az origét tartalmazé egyelemii halmaz.

A fenti alterekhez intuitiv médon hozza tudunk rendelni nemnegativ egész
szamokat, a dimenzidjukat. Kérdés, hogy ez a dimenzié matematikai
fogalom-e.
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\EISCI Il Alterek

Alterek megadasa

1. Bizonyos vektorokbdl eléallithat6 vektorok halmaza
— Generalt altér, generatorrendszer
Pl: {a-u+p-v]a,peR}

2. Bizonyos tulajdonsagi vektorok halmaza
— homogeén linearis egyenletrendszerek megoldasainak halmaza
Pl: {(a,b,c) €eR3|a+b=0, 2a—3c=0}
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Vektorterek Alterek

Alterek 0sszege, metszete

Tétel (Alterek (komplexus) Gsszege és metszete).

Ha U; és U, alterei a V vektortérnek, akkor az

U1+U2:{U1+U2|U16U1,U2€U2},
U1ﬂU2={U€V’U€U1éSUEU2}

részhalmazok alterei V-nek.

Definicié ((Komplexus) Gsszeg).

Az Uy + U, alteret az Uy és U, alterek (komplexus) Gsszegének
nevezziik.
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Webigariek (et el
Linearis kombinacié

Definicié (Linearis kombinéacio).
A V vektortér vq, ..., v, vektorainak az ag,...,a, € R skalarokkal képzett
linearis kombinacidja az

ar-vitax- v+ +ap-vp eV

vektor. J
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Példa.

Avi=(1,1,-1),vo=(0,1,1),v3 = (0,1,1) vektorok oy =2, ap = —3 és
a3 = 5 skalarokkal képzett linearis kombinacigja:

051'V1+042'V2+a3'V3:2'(1717_1)+(_3)'(071a1)+5'(07171)
= (2,4,-10),

vagyis a (2,4, —10) vektor eléall az (1,1,-1),(0,1,1),(0,1,1) vektorok
linearis kombinacidjaként.

Eszrevétel: Ha U altere a V vektortérnek, akkor tetszéleges
Vi, ..., Vy € U vektorok tetszéleges linearis kombinacidja is U-beli vektor.
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Cél: a vektorterek ,mérése”

1. Megkozelités

A sikon (az R? valés vektortérben) 2 vektor sziikséges és elegends is ahhoz,
hogy ezek linearis kombinacidjaként az dsszes tobbi vektort elsallitsuk:

al+bj=(ab)
by. bjg — T T T T T 2
J=(0.1) J=(0.1) [ J=(0.1)
=010 i=01.0) ai i=(1.0) o
Vektorterek (1.)
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1. Megkozelités

A térben azonban 3 vektor kell ehhez:

./7

-

/

oonT/v(O]O]

| i=(1,0,0)

—
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2. Megkozelités

A sikon barhogy adunk meg 3 vektort, azok kdzétt lesz olyan, amely a
masik kettd altal , kifeszitett” siknak (vagy egyenesnek) az eleme, mig
térben ez nem teljesiil. Ezen gondolatmenet precizzé tétele vezet a linearis

fiiggetlenség fogalmahoz.

N
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Generalas, generatorrendszer

Definicié (Generalt altér).

Legyen V val6s vektortér. A vq,...,v, € V vektorok altal generalt altér a

legsziikebb olyan altér, amely tartalmazza a vy, ..., v, vektorokat. Jele:

[Vi, ...y Val )
Tétel.

Legyen V vektortér, vi,...,v, € V. Ekkor a vy, ..., v, vektorok altal
generat altér elemei éppen a vy, ..., v, vektorok &sszes linearis

kombinaciéit tartalmazé halmaz, azaz

[vl,...,vn]:{al.v1+~-+an-v,,\al,...,anER}.
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Definicié (Generatorrendszer).

A vi,...,v, € V vektorrendszer generatorrendszer a V vektortérben, ha

V =[vi,..., vy

Példa.
Legyen V = R*és u=(1,-1,0,0), v =(2,3,0,0). Ekkor

[u,v]={a-u+B-v|aBeR}
={(a,—,0,0) + (26,35,0,0) | o, B € R}
={(a+28,—a+33,0,0) | o, 5 € R}
={(«8,0,0) | a, 8 € R}.

Az u, v vektorrendszer nem generatorrendszer.
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Generalas

Példa.

Déntsiik el, hogy a v = (2,0, 3) vektor eleme-e az V = R3 vektortér
U=1(1,-1,1),(1,1,2)] alterének.

Az el6z6 tétel szerint (2,0,3) € [(1,—1,1),(1,1,2)] pontosan akkor
teljesiil, ha a (2,0, 3) vektor el6all az (1, —1,1),(1,1,2) vektorok linearis
kombinaciéjaként, vagyis ha vannak olyan « és (3 skalarok, hogy
(2,0,3)=a-(1,-1,1)+ 3 (1,1,2),
azaz
(2,0,3) = (a+ B, —a+ B,a+20).
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A
(2,0,3)=(a+ 8, —a+B,a+20)

vektoregyenléség pedig azt jelenti, hogy

a + B = 2

- + B = 0,

a + 28 = 3.
0.]a B|b 1|B|b 2]b
eg | 1 112 a| 1|2 a |1
e | -1 1|0 e | 2|2 e |0
es| 1 2|3 es | 1* |1 611

Az egyenletrendszer megoldhat6, azaz v € U, sét,

v=1-(1,-1,1)+1-(1,1,2).
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A
(2,0,3) = (a+ B, —a+ B,a+2p)

vektoregyenléség pedig azt jelenti, hogy

a + pf = 2
- + B = 0,
a + 28 =
1 12 1 12 1 12 1 01
-1 1|10 |~ 0 2|2 |~ 0 1|1 |~ O0O]1]|1
1 213 0 1|1 0 0O 0 010

Az egyenletrendszer megoldhat6, azaz v € U, sét,

v=1-(1,-1,1)+1-(1,1,2).
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Példa.
Dontsiik el, hogy a v =

vektor eleme-e az V = R3 vektortér

U = [u1, uo] alterének, ahol u; = (1,—1,1) és up = (1,1,2).

EBT

€1 1 1
e | -1 1
€3 1 2

= o
= o r|o

GE
1 1
-1 1 ~
1 2
1 01
~ 011
0 010

V.

A tablazat oszlopai éppen a feladatbeli vektorokat tartalmazzak.
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Példa.

lgaz-e, hogy a v = (8,76,51,74) € R* vektor eleme az
U=[u,...,us] <R*altérnek, ahol u; = (0,8,9,6), ur = (1,2,2,2),
u3 = (1,4,5,6), us = (1,8,4,8), us = (1,8,6,7)?

A sziikséges linearis egyenletrendszer bévitett matrixat (EBT-tablazatat)
kozvetleniil fel tudjuk irni:

up U, Uz u, Ug v
01 1 1 1|38 1 00 0 19/52 |2
8 2 4 8 8|76 0 1 0 0 15/26 |0
9 2 5 4 6|51 0 01 0 —-7/52]|1
6 2 6 8 7|74 0 0 0 1 29/52 |7

velU é v=2-u11+0-u+1-u3+7-us+0-us
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ST RVE WS SNl Linearis fligg8ség

Definici6 (Trivialis linearis kombinacio).

Legyen V valés vektortér, vq,...,v, € V. Ekkor a
0O-vit+--+0-v,

linearis kombinaciét, a vy, ..., v, vektorok trivialis linearis
kombinaciéjanak nevezziik.

Definicié (Linearis fiiggs vektorrendszer).

A V val6s vektortérbeli vy, ..., v, vektorrendszer linearisan fiiggd, ha van
olyan nemtrivialis linearis kombinaciéjuk, amely a zérusvektorral egyenld,
azaz vannak olyan ag,...,a, € R skalarok, amelyek nem mind 0-ak, de
a1 -vi+---+ap-v,=0.
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Fligg8éség vagy Fiiggetlenség Linearis fiiggéség

Példa.
Legyen V az R3 valés vektortér. Az alabbi vektorrendszer linearisan fiiggs:
e (1,1,1),(0,0,0)

0-(1,1,1)+1-(0,0,0) = (0,0,0).

Tétel (A linearis fliggbség ,alapesetei”).

@ Ha egy vektorrendszer tartalmazza a 0 vektort, akkor linearisan fliggé.
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Fligg8éség vagy Fiiggetlenség Linearis fiiggéség

Példa.
Legyen V az R3 valés vektortér. Az alabbi vektorrendszer linearisan fiiggs:
e (3,3,3),(—5,—5,-5)

5.(3,3,3) +3- (=5,—5,-5) = (0,0,0).

Tétel (A linearis fliggbség ,.alapesetei”).

@ Ha egy vektorrendszer két vektora aranyos, akkor a vektorrendszer
linearisan fliggd.
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Fligg8éség vagy Fiiggetlenség Linearis fiiggéség

Példa.
Legyen V az R3 valés vektortér. Az alabbi vektorrendszer linearisan fiiggs:
e (2,0,1,8),(0,4,0,4),(—6,16,—3,—8)

(—=3)-(2,0,1,8) +4-(0,4,0,4) = (—6,16,—3, -8).

Tétel (A linearis fliggbség ,.alapesetei”).

o Ha egy vektorrendszer valamelyik vektora el6all a tobbi linearis
kombinaciéjaként, akkor a vektorrendszer linearisan fliggs.
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Fligg8éség vagy Fiiggetlenség Linearis fiiggéség

Tétel (A linearis fliggdség ,alapesetei”).
@ Ha egy vektorrendszer tartalmazza a 0 vektort, akkor linearisan fliggé.

o Ha egy vektorrendszer két vektora aranyos, akkor a vektorrendszer
linearisan fliggd.

@ Ha egy vektorrendszer valamelyik vektora el6all a tébbi linearis
kombinacidjaként, akkor a vektorrendszer linearisan fliggs.

Tétel.

Lépcsés alakd matrix nem-0 soraibdl alkotott vektorrendszer nem linearisan
fliggd.
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Fligg8éség vagy Fiiggetlenség Linearis fiiggetlenség

Definici6 (Linearisan fiiggetlen vektorrendszer).

Legyen V valés vektortér, vi,...,v, € V. A v, ..., v, vektorrendszer
linearisan fiiggetlen, ha nem linearisan fliggs.

Azaz,
@ haaai-vi+...4+a, v, =0 egyenléséghsl kdvetkezik, hogy
a1 =...=a,=0,
@ haaw,...,v, vektorok linearis kombinaciéja csak agy allitja el6 a 0
vektort, ha minden skalar nulla.
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Fligg8éség vagy Fiiggetlenség Linearis fiiggetlenség

Példa.

e Az (1,1,1) vektorrendszer linearisan fiiggetlen, hiszen ha
a-(1,1,1) = (0,0,0), akkor sziikségképpen o = 0.

e Az (1,—1,0),(0,1,1) vektorrendszer linearisan fiiggetlen, hiszen ha
a-(1,-1,0)0+5-(0,1,1) = (0,0,0),
(a7_a+ﬁ76)

akkor az elsé komponens miatt o« = 0, a harmadik miatt pedig 5 = 0.
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Fligg8éség vagy Fiiggetlenség Linearis fiiggetlenség

Példa. (Linearis fiiggetlenség R2-ben)
Ha vo # 0, akkor R?-ben a v1, v» vektorrendszer pontosan akkor linearisan

fliggetlen, ha nincs olyan « skalar, amelyre vi = « - v, teljesiil. Azaz, a két
vektor nem esik egy egyenesbe.

Megjegyzés

Az el6z6 allitas nemcsak R2-ben, hanem R"™-ben is érvényes.

Példa. (Linearis fiiggetlenség R3-ben)

A térben a vy, vo, v3 helyvektorok altal alkotott vektorrendszer pontosan
akkor linearisan fliggetlen, ha az altaluk meghatarozott paralelepipedon
térfogata nem 0, azaz nem esnek egy sikba.
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Fligg8éség vagy Fiiggetlenség Linearis fiiggetlenség

Példa. (Linearis fiiggetlenség R3-ben (folyt.))

Az R3 valés vektortérben a vq, v, v3 vektorok altal kifeszitett
paralelepipedon V térfogata kiszamithat6 a vektorok komponenseibdl
kialakitott (3 x 3)-as matrix determinansanak segitségével. Ha

vy = (31, b1, C1), Vo = (32, by, C2) és v3 = (33, bs, C3) és

ais b1 a
D=la b o,
a3 b3 3

akkor V' = |D| (abszolutérték).
Tovabba, V # 0 pontosan akkor teljesiil, ha a vi, v», v3 vektorrendszer
linearisan fliggetlen.
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Fligg8éség vagy Fiiggetlenség Linearis fliggetlenség

Az el6z6eket altalanositva kapjuk:

Tétel.

Az R"beli vq, ..., v, vektorrendszer linearisan fiiggetlen, ha a vektorok
komponenseibdl alkotott (n x n)-es matrix determinansa nem 0.
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Kahoot
Az el6adas-konzultacié utan a https://kahoot.com/ oldalon lehetett

online teszteket megoldani.

A kovetkez6 feladatok szerepeltek.
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- | e
lgaz vagy Hamis?

o A sikon legalabb 3 vektor kell, hogy linearis kombinaciéjukként az
dsszes vektor elsalljon. \

Hamis, elég két linearisan fiiggetlen vektor.

o R2%-ben az (1,2), (—2, —4) vektorrendszer linearisan fiiggs (egy
egyenesbe esnek).

lgaz, (—2,—4) = (-2)-(1,2).
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Feleletvalasztas

A négy allitas kozil pontosan egy igaz.

(a) Tetsz6leges vektortérben két vektor Gsszeszorzasa alapmiivelet.
(b) Van olyan vektortér, aminek nincs altere.

(c) Az R? vektortérben (3,4) =4-(0,1) +3-(1,0).

(d)

Ha a vektorrendszer linearisan fliggd, akkor tartalmazza a 0 vektort.
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Feleletvalasztas

A négy allitas kozil pontosan egy igaz.

(a) Tetsz6leges vektortérben két vektor Gsszeszorzasa alapmiivelet.
(b) Van olyan vektortér, aminek nincs altere.

(c) Az R? vektortérben (3,4) =4-(0,1) +3-(1,0).

(d)

Ha a vektorrendszer linearisan fliggd, akkor tartalmazza a 0 vektort.

A (c) allitas az igaz.
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