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Linearis egyenletrendszerek (1.) Miért is j6k az egyenletrendszerek?

Linearis egyenletrendszerek

Tekintsiik a kovetkez& egyszerii kereslet-kinalati problémat: valaki
tarégombocot szeretne arulni. Piackutatas alapjan tudjuk, hogy a
tarégombécok iranti kereslet linearisan fiigg a tarégombécok aratél,
mégpedig a

Q=15-2P

Osszefiiggés szerint. Ugyanakkor minél alacsonyabb az ar, emberiink annal
kevesebb tarégombdcot hajlandé gyartani, a

Q=5+3P

Osszefliggés szerint. Mi lesz a taré6gombéc ara? Az ar a kereslet-kinalat
torvénye szerint annyi lesz, ami mellett a kereslet és a kinalat egyensulyba
keriil, vagyis amelyre

Q = 15 — 2P

Q = 5 + 3P

egyszerre teljesiil.
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Linearis egyenletrendszerek (1.) Miért is j6k az egyenletrendszerek?

Tegyiik fel most, hogy Gjabb valtozékat vezetiink be, melyek
befolyasolhatjak a kereslet-kinalati viszonyokat. Legyenek ezek C, ami a
vasarlok jovedelmének, illetve L, ami a termel6 munkaerékoltségének felel
meg. Ujabb piackutatas alapjan a fenti 4 valtozék bevezetése utan a
kapott linearis egyenletrendszer:

Q = 5bC-2P
Q@ = 500+3P—10L

Ez az egyenletrendszer jéval bonyolultabb, mint az el6z8, ugyanis végtelen
sok megoldasa van. Az ilyen egyenletrendszerekre gy érdemes gondolni,
hogy azok dsszefiiggéseket hoznak létre a benniik szerepld valtozék kdzott
— a célunk ezen Gsszefliggések meghatarozasa.
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Linearis egyenletrendszerek (1.) Miért is j6k az egyenletrendszerek?

QR = 5C-2P

Q 500 + 3P — 10L
Az egyenletrendszerre tekinthetiink tgy, hogy az meghatarozza a termelt
tarégombéc-mennyiséget és arat (Q és P) a vasarléi jovedelmek és
munkaer&koltség fliggvényében (C és L). Ebben az esetben az Gsszefiiggés:

QR = 4C-2L+100
P = C+2L-100

Ez azt jelenti, hogy a C és L valtozéknak barmilyen értéket adva, a @ és P

értékét a fenti formulakkal meghatarozva, az egyenletrendszernek egy
megoldasat kapjuk.
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Linearis egyenletrendszerek (1.) Miért is j6k az egyenletrendszerek?

Van-e olyan médszer, amely egy adott linearis egyenletrendszer esetén segit
meghatarozni az Osszes dsszefliggést a valtozok kdzdtt? Természetesen van
ilyen médszer, de ahhoz el6sz6r matematikai precizitassal definialni kell,
hogy mit értiink egyenletrendszeren, illetve annak megoldasan...
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[RREE R WIS UM G A linearis egyenletrendszer

Definicié (Linearis egyenletrendszer).

Linearis egyenletrendszernek nevezziik az alabbi objektumot:

air-x1 + ancxe + o0 A+ aimcxm = b,
ant-x1 + am-xx + -+ + am-Xm = by,
ahol
X1,...,Xm az ismeretlenek (vagy valtozok),

az ajj (1 <i<n, 1<j< m)valés szamok az egyiitthatok,

a by,...,b, valés szamok a konstansok.
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[RREE R WIS UM G A linearis egyenletrendszer

Definicié (Linearis egyenletrendszer konkrét megoldasa).

Az el6bbi linearis egyenletrendszer konkrét megoldasan egy olyan
(s1,52,...,5m) valés szam m-est értiink, amelyet behelyettesitve az
egyenletrendszerbe, minden egyenléség teljesiil:

aist + ans + -+ aimSm = b1,

anst + ames2 + - 4+ ammSm = bn-
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Linearis egyenletrendszerek (1.) Linearis egyenletrendszer és matrixai

Definicié (Linearis egyenletrendszer (egyiitthaté)matrixa).
Az

al-x1 + an-x + - 4+ aim-xm = b,

an1-x1 + amp-x2 + -+ + ammXm = bm

linearis egyenletrendszer (egylitthaté)matrixa az alabbi (n x m)-es valés
matrix:

dil] d12 ... daim
dp1 a2 ... aim

)
dnl dn2 ... dnm

amely az egyenletrendszer egyiitthatéit tartalmazza.
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Linearis egyenletrendszerek (1.) Linearis egyenletrendszer és matrixai

Definicid (Linearis egyenletrendszer kiegészitett matrixa).
Az

ail-x1 + aw-xe + - 4+ am-Xm = by,

ant X1 + am-xX + -+ + am-Xm = by,

linearis egyenletrendszer kiegészitett matrixa (vagy bévitett matrixa) az
alabbi (n x (m 4+ 1))-es valés matrix:

a1 d12 ... dim bl
dp1 a2 ... am b2

)
anl an2 ... dnm bn

amely az egyenletrendszer egyiitthatéit és a konstansokat tartalmazza.
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Linearis egyenletrendszerek (1.) Cramer-szabaly

Cramer-szabaly

Definicié (Szabalyos linearis egyenletrendszer).

Azt mondjuk, hogy egy linearis egyenletrendszer szabalyos, ha a benne
szereplS egyenletek és ismeretlen szama megegyezik, azaz matrixa
négyzetes, tovabba matrixanak determinansa nem 0.

Tétel (Cramer-szabaly).

Ha az

ain-xy + ap-xe + - 4+ aAm-Xm = by,

ant X1 + am-xXe + - 4+ am-Xm = by,

egyenletrendszer szabalyos, akkor pontosan egy megoldasa van, amely ...
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Linearis egyenletrendszerek (1.) Cramer-szabaly

Tétel (Cramer-szabaly (folyt.)).

..., amely a kovetkez6:

a1 ... ay-1) b1 Ay ... an
a1 ... A1) b2 axiy1 .- ax

ant ... ap(i—1) bn an( ... a
X = nl n(i—1) n n(i+1) nn (1§I§n)

ai ... d1(j-1) 91 Q1(i+1) --- din
a1 ... dx(j-1) 492i a2(j+1) --- d2n

dnl  --.- a,,(,-,l) anj an(i+1) ... dnn
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Linearis egyenletrendszerek (1.) Cramer-szabaly

Tehat a fenti tétel (Cramer-szabaly) azt mondja ki, hogy pontosan egy
megoldas létezik, azaz az xi, ..., x, ismeretleneknek csak egyféleképpen
lehet Ggy értéket adni, hogy az egyenletrendszer egyenletei teljesiiljenek.

Sét, a tétel meg is hatarozza, hogy mik ezek az értékek: x; értékét egy tort
adja meg, amelynek nevezdje az egyenletrendszer matrixanak determinansa
(amely nem 0, mert az egyenletrendszer szabalyos!), a szamlaléban pedig
az i-edik oszlopot kicseréljitk a konstansok oszlopaval.
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Linearis egyenletrendszerek (1.) Cramer-szabaly

Példa.
Oldjuk meg a
2xp — x3 + xa = 1,
—x1 + 2x + 2x3 = ,
2x1  + X2 = -1

egyenletredszert Cramer-szaballyal, ha lehetséges.

A Cramer-szabaly nem alkalmazhaté, mert az egyenletrendszer matrixa
nem szabalyos.
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Linearis egyenletrendszerek (1.) Cramer-szabaly

Példa.
Oldjuk meg az
x1 + 2% + 2x3 = 1,

—x1 + 2x + 2x3 2,
2x1  + X2 + X3

|
|
=

egyenletredszert Cramer-szaballyal, ha lehetséges

A Cramer-szabaly nem alkalmazhaté, az egyenletrendszer matrixa ugyan
négyzetes, de determinansa 0.
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Linearis egyenletrendszerek (1.) Cramer-szabaly

Példa.
Oldjuk meg a
2xp — x3 = 1,
—x1 + 2% + 2x3 = 2,
2x1  + X2 = -1

egyenletredszert Cramer-szaballyal, ha lehetséges

Az egyenletrendszer matrixa négyzetes, determinansa:

02 -1
~1 2 2 |=13#0,
21 0

igy szabalyos az egyenletrendszer. Alkalmazhat6 a Cramer-szabaly.
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Linearis egyenletrendszerek (1.) Cramer-szabaly

A linearis egyenletrendszer egyetlen megoldasa:

1 2 -1
2
-1 1 0 —10
X1= —13 X1= Fv
0 1 -1
-1 2 2
2 —1 0 7
X2= 13 X2= 13’
0 2 1
-1 2 2
21 —1 1
X3= 13 X3 13’
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Linearis egyenletrendszerek (1.) Cramer-szabaly

FONTOS!!!

@ A Cramer-szabaly NEM alkalmazhat6 olyan esetben, ha az
egyenletrendszer nem ugyanannyi egyenletet és ismeretlent tartalmaz.

@ A Cramer-szabaly NEM alkalmazhaté olyan esetben, ha az el6z6
feltétel teljesiil, azonban az egyiitthatématrix determinansa 0.
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Altalanos linearis egyenletrendszerek
Altalanos linearis egyenletrendszerek

Definicié (Linearis egyenletrendszer altalanos megoldasa).

Egyenletrendszer altalanos megoldasan konkrét megoldasainak Gsszességét
értjiik.

Probléma: Hogyan lehet megadni a konkrét megoldasok Gsszességét?
Megoldas: Hamarosan kideriil, hogy linearis egyenletrendszer tetszéleges
konkrét megoldasa megkaphaté agy, hogy az ismeretlenek kdziil bizonyosak
értékét ,ligyesen” megvalasztjuk, majd a tobbi ismeretlen értékét ezek
segitségével szamitjuk ki. A fenti eljaras uniformma tehets.
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[RTEEREWNI ST MW Altalanos linearis egyenletrendszerek

Példa.
Tekintsiik a kdvetkezé linearis egyenletrendszert:

XX + x — x3 — X3 = 1,
x1 + 3x3 — 2x4 = 3,
x1 + 2% — bxg + xs = 3.

Az egyenletrendszer egy konkrét megoldasa: (11,—6,0,4). Az
egyenletrendszer (egy) altalanos megoldasa:

x1=11-3x3, xo=-60+4x3, x4 =24 (X3 S R)

Az x1, xp és xq ismeretlenek [valtozok]| a kotott ismeretlenek [valtozok]. Az
x3 ismeretlen [valtozd] pedig szabad ismeretlen [valtoz]. A fent emlitett
konkrét megoldast pedig gy kapjuk meg, hogy a szabad ismeretlennek az
x3 = 0 értéket valasztjuk.
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[RTEEREWNI ST MW Altalanos linearis egyenletrendszerek

XX + x — x3 — x3 = 1,
x1 + 3x3 — 2x4 = 3,
x1 + 2x — bxg + x4 = 3,
T
xx = 1 - X2 + x3 + X4,
x3 = 1 — 1/3x3 + 2/3xa,
X4 = 3 - X1 — 2X2 + 5X3.

Az altalanos megoldashoz nem igy jutunk el!!!
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[RTEEREWNI ST MW Altalanos linearis egyenletrendszerek

Fontos latni a fé kiilénbséget az egyenletrendszer és az altalanos megoldas
kozott: a megoldasban szerepl6 szabad ismeretlenek szabadon valaszthatok,
és alkalmas valasztassal minden egyes konkrét megoldas megkaphaté.
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[RTEEREWNI ST MW Altalanos linearis egyenletrendszerek

Tétel (Linearis egyenletrendszer altalanos megoldasa).

Ha egy linearis egyenletrendszernek van megoldasa, akkor az altalanos
megoldasa mindig megadhaté olyan alakban, hogy meghatarozzuk a kétott
és szabad ismeretleneket.

A szabad ismeretlenek értékei egymastdl fiiggetleniil és szabadon
valaszthaték, ha nekik értéket adtunk, akkor a kotott ismeretlenek értéke
mar egyértelmiien meghatarozott.

A megoldas része az is, hogy kifejezziik a kotott ismeretleneket a szabad
ismeretlenek segitségével. Fontos, hogy a szabad, illetve kotott
ismeretlenek nem egyértelmiiek: az altalanos megoldast altalaban
tobbféleképpen is meg lehet adni!
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[RTEEREWNI ST MW Altalanos linearis egyenletrendszerek

Példa.

Az
x1 + x - X3 — x4 = 1,
X1 + 3x3 — 2x4 = 3,
x1 + 2x% — bx3 + xs = 3

linearis egyenletrendszernek az aldbbiak mindegyike altalanos megoldasa:

(1) x1=11-3x3, xp=—-64+4x3, x4=4, (X3 S R)

(2) X1 = %—%Xg, X3:%+%X2, xg = 4, (X2 ER)
(3) Xzz%—%xl, X3:%—%X1, xg = 4, (X1 ER)
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(RN EEERCENISIEN Sl A Gauss-eliminacié

Elemi atalakitasok

Definicio (Linearis egyenletrendszer elemi atalakitasai).

Linearis egyenletrendszer elemi atalakitasai a kovetkezok:

o két egyenlet felcserélése,

(3. eléadas) Linearis egyenletrendszerek (1.)
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Lineéris egyenletrendszerek

2x1  +
5X1
X1 +
X1 +
5x1
2x1 +

(3. eléadas)

Xp - x3 +

+ 3X3 —

2x — bxg +
i

2X2 — 5X3 —+

4+ 3x3 -—

Xy — X3 +

Linearis egyenletrendszerek (1.)

A Gauss-eliminacié

6X4
9X4
2X4

2X4
9X4
6X4

w
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(RN EEERCENISIEN Sl A Gauss-eliminacié

Elemi atalakitasok

Definicio (Linearis egyenletrendszer elemi atalakitasai).
Linearis egyenletrendszer elemi atalakitasai a kovetkezok:
o két egyenlet felcserélése,

@ egy egyenlethez masik egyenlet tetszéleges szamszorosanak
hozzaadasa,
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X1

Lineéris egyenletrendszerek

A Gauss-eliminacié

4+ 2% — bxs 4+ 2x¢ = 3

+ 3X3 — 9X4 3

+ x - x3 4+ b6xq = 1
(i

X1 + 2xp  — 5x3 + 2X4

— 10xo 4+ 28x3 — 19x4

2x1  + Xp — X3 + 6x4

(3. eléadas)

Linearis egyenletrendszerek (1.)

[+ (=5) x [1]
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(RN EEERCENISIEN Sl A Gauss-eliminacié

X1 + 2xy  — 5x3 + 2x4 = 3
— 10xo + 28x3 — 194 = -—12
2xy  + Xp — X3 + 6xa = 1 | + (—2) X [1]
(i
X1 + 2Xp  — 5x3 + 2x4 = 3
— 10x, 4+ 28x3 — 19x4 = —12
— 3x> + Ox3 + 2x4 = -5
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(RN EEERCENISIEN Sl A Gauss-eliminacié

Elemi atalakitasok

Definicio (Linearis egyenletrendszer elemi atalakitasai).
Linearis egyenletrendszer elemi atalakitasai a kovetkezok:

o két egyenlet felcserélése,

@ egy egyenlethez masik egyenlet tetszéleges szamszorosanak
hozzaadasa,

@ egyenlet szorzasa 0-tdl kiilonb6z6 valés szammal.
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(RN EEERCENISIEN Sl A Gauss-eliminacié

xx 4+ 2x — bx3 + 2x4 = 3
— 10x, + 28x3 — 194 = -—12 ’ . (_%)
— 3xp + Ox3 + 2xa = =5
(i
X1 + 2% — 5x3 + 2x4 = 3
Xy — %gx;:, + %X4 = %
- 3x + 93 + 24 = -5
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(RN EEERCENISIEN Sl A Gauss-eliminacié

x1 + 2% — 5x3 + 2x4 = 3
Xo — %)@ + %x;; = %
— 3 4+ 93 + 2 = -5 |+3x[2]
(i
x1 + 2x — 5x3 4+ 2x4 = 3
14 19 6
X2 — FTX3 + 19X = 3
5§ + i — 5_1 | .5
53 0% = 5 3
i
x1 + 2% — 5bx3 + 2x4 = 3
X2 = 15*4X3 + 19X4 = %
X3 + %X4 = —%

(3. eléadas) Linearis egyenletrendszerek (1.) 2020. februar 19. 31/ 42



(RN EEERCENISIEN Sl A Gauss-eliminacié

7 17
X3=—— — —X
3 3 647

6+14 19 16 227
Xo ==+ —Xzg— —Xg = —— — X,
5" 57 107" 3 6 "

19

X1:372X2+5X372X4:2+?X4,

ahol x4 tetsz6leges valés szam (az x4 valtozé szabad, xi, x2, x3 pedig
kotott valtozok).
A kisérlet eredménye az, hogy

@ az elemi atalakitasok nem valtoztatjak meg az egyenletrendszer
konkrét megoldasait,

@ az elemi atalakitasok segitségével megkaphaté a lineéaris
egyenletrendszerek altalanos megoldasa,

@ sokat irtunk feleslegesen.
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(RN EEERCENISIEN Sl A Gauss-eliminacié

Elemi atalakitasok 2.

Definicio (Matrixok elemi atalakitasai).

Matrixok elemi atalakitasai a kovetkezsk:
@ két sor felcserélése,
@ egy sorhoz masik sor tetszéleges szamszorosanak hozzaadasa,
@ sor szorzasa 0-tdl kiildnbdz8 valés szammal.

Ha a B matrix elemi atalakitasokkal keletkezik az A matrixbdl, akkor az
A ~ B jelolést hasznaljuk.
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(RN EEERCENISIEN Sl A Gauss-eliminacié

2x1  + Xo — x3 + 6xq = 1
5X1 + 3X3 — 9X4 =
x1 + 2% — bx3 4+ 2x4 = 3

21 -1 6|1
50 3 -9]3
12 -5 213

(3. eléadas) Linearis egyenletrendszerek (1.) 2020. februar 19. 34 / 42



Lineéris egyenletrendszerek

2 1 -1 6 |1
50 3 -9|3
12 -5 2|3

1

[14]2[34] 5

2

1

21+(=5)x[L] 0

2

1

BI+(=2)x[L] 0

0

[1):(=1/10) :

~ 0

0

(3. eléadas)

A Gauss-eliminacié

2 =5
28
1 -1
2 -5
28
-3 9
2 -5

3
—12
1
3
-12
-5
2 3

1 —-28/10 19/10 | 12/10

-3 9

Linearis egyenletrendszerek (1.)

2 -5
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Lineéris egyenletrendszerek

1 2 -5 2
0 1 -14/5 19/10|6/5
0 -3 9 2
B1+3x[2]
[3]5/3
19
X1:2+?X47

(3. eléadas)

OO R OOFr OOK
O OO, NOKFDN

Linearis egyenletrendszerek (1.)

A Gauss-eliminacié

-5 2 3
~14/5 19/10 | 6/5
3/5 77/10 | —7/5
-5 2 3
—14/5 19/10 | 6/5
1 77/6 | -7/3
0 —19/2| 2
0 227/6 | —16/3
1 77/6 | —7/3

777
X3=—=——X4

3 6

2020. februar 19.



(RN EEERCENISIEN Sl A Gauss-eliminacié

Definicié (Lépcs6s alaka matrixok).
Legyen A tetszéleges val6s matrix. Ha az A matrix a zérusmatrix, akkor

lépcs6s alaka. Tegyiik fel, hogy a nem a zérusmatrix. Ekkor A lépcsés
alaka, ha

@ a matrix azon sorai, amelyek csak 0-kat tartalmaznak, azon sorok alatt
helyezkednek el, amelyek tartalmaznak 0-tél kiilonbdzé elemet,

@ ha a matrix i1-edik és ir-edik sora tartalmaz 0-tél kiilonboz8 elemet
(h < i2), és ajj,, illetve aj,j, ezen sorok elsé O-tdl kiilonb6z6 elem,
akkor

° ayj, = app =1,
e j1 < Jo, azaz minden sorban az elsé nem nulla elem "hatrébb" van,
mint a megel6z6 sor els6 nem nulla eleme,

@ (a nem csak 0-kat tartalmazé sorok kezd6 1-ese feletti elemek 0-3k).

v
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(RN EEERCENISIEN Sl A Gauss-eliminacié

0 ... 0 B 0 B (0 mmmm (0
0 ... 0 B0 Emm | .
0 0 B 0 .
0 0

0 0 -
0 0
0 ... 0

A sel jelolt elemek a vezéregyesek.
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(RN EEERCENISIEN Sl A Gauss-eliminacié

Gauss-eliminacié

Tétel.

Elemi atalakitasokkal (Gauss-féle
kikiiszoboleéssel, azaz Gauss-eliminaciéval)
barmely matrix lépcsés alakra hozhaté.

A Gauss-eliminacié nagyon hasonlé a
determinansok szamolasanal alkalmazhaté
.kinullazashoz". Azonban Gauss-eliminacié
soran CSAK a SOROKON végezhetsk
atalakitasok, az OSZLOPOKON NEM.

Matrixok lépcsés alakja nem egyértelmii. ]
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Lineéris egyenletrendszerek Kahoot

A felév végén legfeljebb 5 plusz pontot lehet szerezni az eladason. )

Kahoot

Az el6adason a https://kahoot.com/ oldalon lehet online teszteket
megoldani.

A kovetkezé feladatok szerepeltek. J
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https://kahoot.com/

Lineéris egyenletrendszerek Kahoot

lgaz vagy Hamis?

@ A Cramer-szabaly barmelyik linearis egyenletrendszerre alkalmazhaté. )
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Hamis, a Cramer-szabaly csak szabalyos linearis egyenletrendszerre
alkalmazhaté.

o Ha egy linearis egyenletrendszer egyik egyenletét kivonjuk egy
masikbél, akkor elemi atalakitast hajtottunk végre.

lgaz, egy egyenlethez masik egyenlet tetszéleges szamszorosanak
hozzaadasa elemi atalaktas, itt a (—1)-szeresét adtuk hozza.
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Feleletvalasztas

A négy allitas kozil pontosan egy igaz tetsz6leges linearis egyenletrendszer
esetén.

) Legalabb annyi egyeletnek lenni kell, ahany ismeretlen van.

) Ha van szabad ismeretlen, akkor értéke teszéleges valés szam lehet.
c) Mindig van szabad ismeretlen.

Barmelyik ismeretlen lehet szabad.
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) Ha van szabad ismeretlen, akkor értéke teszéleges valés szam lehet.
c) Mindig van szabad ismeretlen.

Barmelyik ismeretlen lehet szabad.

A (b) allitas az igaz.
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