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Determinansok Motivacié

1. Példa.

Tekintsiik az alabbi egyenletrendszert, ahol a, b, ¢, d, e, f valés
paraméterek. Hatarozzuk meg az x» ismeretlen értékét.

axy + bxx = e,
cxy + dxo = f.

Ha az elsé egyenletet megszorozzuk c-vel, a masodikat pedig a-val, a
kovetkezs egyenletrendszert kapjuk:

acxy + boxy = ec,
acxy + adxx = af.
Determinansok

2020. februar 12. 2/ 32



Determinansok Motivacié

A masodik egyenletbdl az elsét kivonva kapjuk:

(ad — bc)xa = af — ce,

azaz, ha ad — bc # 0, akkor x, = jg:g‘z.

Eszrevehets, hogy a fenti megoldas nevezéje csak az egyenletrendszer bal
oldalan szereplé egyiitthatoktdl fligg, vagyis csak az

(€2

matrixtél.
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Determinansok Motivacié

2. Példa.

Tekintsiik a sikon az (a, b) és (c, d) koordinataju helyvektorokat. Ez a két
vektor egy paralelogrammat feszit ki. Koordinatageometria segitségével
belathatd, hogy ennek a paralelogrammanak a teriilete éppen |ad — bc|.

(c, d)

(0,0) (a, b)
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Determinansok Motivacié

Ugyanaz az érték szerepel a paralellogramma teriiletének kiszamitasakor,
mint a kétismeretlenes linearis egyenletrendszer megoldasakor. Mivel ez az
érték a matematika sok mas teriiletén is eléfordul, és nagyon fontos
szerepet jatszik, ezért kiilén neve is van: determinans.

Definicid: (2 x 2)-es matrix determinansa.

Az
a b
c d

matrix determinansa az ad — bc valdés szam.
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A determinans

Csak négyzetes matrixoknak van determinansa. Az A = (a;;) € R™"
négyzetes matrix determinansa valés szam. Ennek a szamnak a jele:
det(A) vagy |A| vagy

dil1 ... din

dnl ... dnpn

Az n természetes szamot a det(A) determinans rendjének nevezziik.
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Legyen A = (a) (1 x 1)-es matrix. Ekkor A determinansa:
|A| = a.

Nagyobb matrixokra a determinans definiciéja rekurziv: egy (n x n)-es
matrix determinansahoz n darab ((n — 1) x (n — 1))-es matrix
determinansat kell kiszamolni.
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Definicié: aldeterminans.

Legyen A = (aj;) € R"*" tetsz6leges matrix. Az |A| determinans i-edik
soranak j-edik eleméhez tartozé aldeterminans gy keletkezik, hogy a
determinansbdl elhagyjuk annak i-edik sorat és j-edik oszlopat. A kapott
determinans jele: Mj;.

Példa:
-1 2 1
- 1 -1 1
‘A‘ = L —2] 3 , Myzy=12 2 2
2 -1 2 3 -1 1
3 -1 2 1
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ail

M. — |2G-1)1
Y a(i+1)1

danl

(2. eléadas)

a1(j-1) a1(j+1)

Ai-1)(-1)  Ai-1)(+1)
Ai+1)(-1)  A+1)(+1)

an(j-1) an(j+1)
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Definicié: adjungalt aldeterminansa

Legyen A = (aj;) € R"*" tetsz6leges matrix. Az

dil1 ... din
dnl ... @dnn

determinans j-edik soranak j-edik eleméhez tartozé adjungalt aldeterminans
ugy keletkezik, hogy az Mj; aldeterminanst ellatjuk a (—1)'* elgjellel:

Aj = (1) M.
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Példa:
1 -1 2 1 1 -1 1
1Al = ; 1 27 Azs—(—1)2+3§ 21 i
3 -1 2 1
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Definicié: determinans elsé sora
szerinti kifejtése.

Legyen n > 2 természetes szam.
Ekkor az

d11 d12 ... din
a1 da22 ... aop
dnl dpn2 ... @ann

determinans elsd sora szerinti
kifejtése:

Zalj Mlj —Zalj
\—,_/

=1
A1 J

(2. eléadas)

Ayj.
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(a, b, )

A paralelogramma teriiletét a sikon (2 x 2)-es matrix determinansanak
abszolutértékeként kaptuk meg. A térben az (a, b, c), (d, e, f), (g, h, )
vektorok és az origé altal meghatarozott test (paralelepipedon) térfogatat
3-ad rendii determinans abszolatértéke adja meg.
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(0,0,0) (a, b, )

A determinanst agy kapjuk, hogy soraiban az origébdl kiindulé élek
végponjainak koordinatai szerepelnek. A determinans rekurziv definiciéjat
felhasznalva kifejtjiik az elsé sora szerint:

a b c
d e f|=a-(—1)". ¢ f.‘#—b-(—l)l“- d f
. h i g |
g h i
+c-(—1)1+3-‘ Z Z ‘:aei—afh—bdi+bfg~|—cdh—ceg.

A paralelepipedon térfogata:
V = |aei — afh — bdi + bfg + cdh — ceg|.
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A determinans rekurziv definiciéja alapjan az n x n-es determinans n! sok
szorzat Osszegeként szamithaté ki.

Vegyiik észre ugyanakkor, hogy ha a determinans elsé soraban sok a 0,
akkor az Gsszegzés joval egyszeriibb lesz.

Ezt az észerevételt felhasznalva mar egy sokkal gyorsabb médszer adédik
determinansok kiszamitasara. Ehhez azonban sziikség lesz a determinansok
néhany elemi tulajdonsagara.
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Determinanselméleti tételek Kifejtési tétel

Determinanselméleti tételek

Tétel (Determinans kifejtése).

Determinans barmelyik sora, vagy oszlopa szerint kifejthet6. A determinans
i-edik sora szerint kifejtése:

n
’A’ E aU ’+J MU: E aUAU
j=1

A determinans j-edik oszlop szerinti kifejtése:

Al = Zau "™ MU—ZaU i

Megjegyzés: a két formula ,csak” az Gsszegzés indexében kiilonbdzik
egymastol.
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Determinanselméleti tételek Kifejtési tétel

Tétel (Determinansképzés és transzponalas kapcsolata).

Legyen A négyzetes matrix. Ekkor
Al = |AT].

Azaz négyzetes matrixnak és transzponaltjanak a determinansa megegyezik.

Példa.
1 -1 2 1 -2 1
-2 0 1(=-10=| -1 01
1 1 2 2 1 2
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Determinanselméleti tételek Kifejtési tétel

Tétel (Dualitasi elv).
Ha egy determinansokra vonatkozé igaz allitasban az ,0szlop” és ,sor”
szavakat kovetkezetesen felcseréljiik, akkor szintén igaz allitast kapunk.
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Determinanselméleti tételek Kifejtési tétel

Tétel (Determinans szorzasa szammal).

Ha egy determinans valamely soranak minden elemét megszorozzuk egy ¢
valés szammal, akkor a determinans értéke is c-szeresére valtozik.

Példa.
1 -1 2 1 -1 2
-2 0 1 =2020-| -2 0 1 |=-20200.
2020-1 2020-1 2020-2 1 1 2
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Determinanselméleti tételek Kifejtési tétel

Tétel (Triangularis matrix deteminansa).

Ha egy determinans f6atléja felett (alatt) minden elem nulla, azaz egy
triangularis matrix determinansa, akkor a determinans értéke a f6atléjaban
lévé elemek szorzata.

Példa.
2 -1 2 5
0 7 0 1
0 0 11 —17 =2-7-11-13 = 2002.
0O 0 0 13
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Determinanselméleti tételek Kifejtési tétel

Tétel (Sorcsere determinansban).

Ha egy determinans két sorat felcseréljiik, akkor értéke (—1)-szeresére
valtozik.

Példa.
12 3 4 1 2 3 4
3 33 3
3412__3412_120
3 33 3
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Determinanselméleti tételek Kifejtési tétel

Tétel (Determinans = 0 — elegendé feltétel).

A determinans értéke nulla, ha
e valamely soranak [oszlopanak] minden eleme nulla;
o valamely két sora [oszlopa] azonos;

e valamely két sora [oszlopa] aranyos.

Példa.
0 0 O 3 14 3 1 4
314|=/314|=|-9 -3 —-12|=0
1 59 1 59 1 5 0
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Determinanselméleti tételek Determinans hatékony szamitasa

Tétel (Determinans sorainak kombinalasa).

Determinans értéke nem valtozik, ha valamely sordhoz egy masik sor
c-szeresét hozzaadjuk.

Ha a lenti determinans 2. sorahoz hozzaadjuk a 3. sor 2-szeresét, az értéke
valtozatlan marad.

1 -1 2 1 -1 2
-2 2 1|=|0 0 7
1 -1 3 1 -1 3
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Determinanselméleti tételek Determinans hatékony szamitasa

Nullazas

Az el6z6 tételt felhasznalva barmely determinans barmely sora, vagy

oszlopa , kinullazhaté” vagyis elérhets, hogy benne legfeljebb egy 0-tél
kiilénb6z8 elem maradjon.

Nullazzuk ki a determinans 3. oszlopat a 3. eleme, az 1 segitségével, majd
fejtsiik ki a determinanst:

1 -1 2
2 -1 3
1 1 1
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Determinanselméleti tételek Determinans hatékony szamitasa

El6szor vonjuk ki a 2. sorbdl a 3. sor 3-szorosat:

1 -1 2 1 -1 2
1 3|=|-1 -4 0],
1 1 1 1 1 1

majd az 1. sorbdl vonjuk ki a 3. sor 2-szeresét:

1 -1 2 -1 -3 0
~1 -4 0|=|-1 -4 0
1 1 1 1 1 1

Ezutan a determinanst kifejthetjiik az utolsé oszlopa szerint:

-1 -3 0 1 3
—1 —4 0 _0+0+1-(—1)6-‘_1 _4‘_1.
1 1 1

(2. eléadas) Determinansok 2020. februar 12. 25 / 32



Determinanselméleti tételek Determinansok szorzastétele

Tétel (Determinansok szorzastétele).

Ha A és B azonos méret(i négyzetes matrixok, akkor:
|AB| = |A] - |B],

azaz azonos méretli négyzetes matrixok szorzatanak determinansa a
determinansok szorzata.
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Determinanselméleti tételek Kifejtési tétel

Tétel (Determinans kifejtése). - Ismétlés (16. dia)

Determinans barmelyik sora, vagy oszlopa szerint kifejthet6. A determinans
i-edik sora szerint kifejtése:

Al = Zau 1) MU_ZQU i
A determinans j-edik oszlop szerinti kifejtése:

Al = Zau ~1) MU_ZQU i

Megjegyzés: a két formula ,,csak” az Gsszegzés indexében kiilénbozik
egymastol.
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DETHIMENE SRV A ferde kifejtés tétele

Tétel (A ferde kifejtés tétele).

Legyen
di1 4di12 ... din
ay a» ... ax
A=
dnl dp2 ... @ann

Ha i # j, akkor
Z aikAjk =0,
k=1

azaz, ha determinans egy soranak az elemeit egy masik sordhoz tartozé
adjungaltakkal szorozzuk, és a szorzatokat Gsszeadjuk, akkor 0-t kapunk.
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DESGIMENERESIRSSI A ferde kifejtés tétele

Alkalmazzunk ferde kifejtést az alabbi determinansra az 1. és 3. sorok
szerint:

1 -2 1

2 -1 2 |=1-(-1)3*. j ;‘+(—2)-(—1)3+2-’; ;‘
2 1 2
1 -2
_1)3+3
+1-(-1) ) _1‘
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Determinanselméleti tételek Kahoot

A felév végén legfeljebb 5 plusz pontot lehet szerezni az eladason. )

Kahoot

Az el6adason a https://kahoot.com/ oldalon lehet online teszteket
megoldani.

A kovetkezé feladatok szerepeltek. J
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Determinanselméleti tételek Kahoot

lgaz vagy Hamis?

@ Ha egy determinans értéke 0, akkor van olyan sora, ami csak 0-kat
tartalmaz.
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Determinanselméleti tételek Kahoot

lgaz vagy Hamis?

@ Ha egy determinans értéke 0, akkor van olyan sora, ami csak 0-kat
tartalmaz.

Hamis. A determinans értéke akkor is 0 példaul, ha két sora megegyezik.
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Determinanselméleti tételek Kahoot

lgaz vagy Hamis?

@ Ha egy determinans értéke 0, akkor van olyan sora, ami csak 0-kat l
tartalmaz.

Hamis. A determinans értéke akkor is 0 példaul, ha két sora megegyezik.

@ Ha az A 2 x 2-es matrixot megszorozzuk 3-mal, akkor a
determinansanak értéke is 3-szorosara valtozik, azaz [3A| = 3|A|.
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Determinanselméleti tételek Kahoot

lgaz vagy Hamis?

@ Ha egy determinans értéke 0, akkor van olyan sora, ami csak 0-kat l
tartalmaz.

Hamis. A determinans értéke akkor is 0 példaul, ha két sora megegyezik.

@ Ha az A 2 x 2-es matrixot megszorozzuk 3-mal, akkor a
determinansanak értéke is 3-szorosara valtozik, azaz [3A| = 3|A|.

Hamis.
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Determinanselméleti tételek Kahoot

lgaz vagy Hamis?

@ Ha egy determinans értéke 0, akkor van olyan sora, ami csak 0-kat l
tartalmaz.

Hamis. A determinans értéke akkor is 0 példaul, ha két sora megegyezik.

@ Ha az A 2 x 2-es matrixot megszorozzuk 3-mal, akkor a
determinansanak értéke is 3-szorosara valtozik, azaz [3A| = 3|A|.

Hamis. Ha a matrixot szorozzuk 3-mal, akkor a matrix minden elemét
megszorozzuk. Viszont a determinansnak akkor lesz 3-szoros az értéke, ha

csak egy soraban lévs elemeket szorozzuk 3-mal.
Tehat A 2 x 2 matrix esetén |3A| = 9]A|.
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Determinanselméleti tételek Kahoot

Feleletvalasztas

A négy allitas kéziil pontosan egy igaz.

a) Ha |A| = |AT

b) A determinans (—1)-szeresére valtozik, ha két oszlopat felcseréljiik.

, akkor A szimmetrikus matrix.

(a)

(b)

(c) Egy triangularis matrix determinansa nem lehet 0.

(d) Vannak olyan A, B n x n-es matrixok, amelyekre |[AB| # |A| - |B|.
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Determinanselméleti tételek Kahoot

Feleletvalasztas

A négy allitas kéziil pontosan egy igaz.

a) Ha |A] = |AT|, akkor A szimmetrikus matrix.

b) A determinans (—1)-szeresére valtozik, ha két oszlopat felcseréljiik.

(a)

(b)

(c) Egy triangularis matrix determinansa nem lehet 0.

(d) Vannak olyan A, B n x n-es matrixok, amelyekre |[AB| # |A| - |B|.

A (b) allitas az igaz.
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Determinanselméleti tételek Kahoot

Feleletvalasztas

A négy allitas kéziil pontosan egy igaz.

a) Ha |A] = |AT|, akkor A szimmetrikus matrix.

b) A determinans (—1)-szeresére valtozik, ha két oszlopat felcseréljiik.

(a)

(b)

(c) Egy triangularis matrix determinansa nem lehet 0.

(d) Vannak olyan A, B n x n-es matrixok, amelyekre |[AB| # |A| - |B|.

A (b) allitas az igaz. A determinans két sorat felcserélve (—1)-szerese lesz,
a dualitas-elv miatt ez oszlopokra is érvényes.
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