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Bevezetés az operaciékutatasba ]

A gyakorlatban felmeriilé konkrét problémak altalaban nem egyszerii linearis
egyenletrendszerekre vezetnek, hanem legtobbszor specialis feltételek is
adottak: egyenletek helyett példaul egyenlétlenségek szerepelhetnek, a
valtozok altalaban nem negativak. Raadasul legtobbszér nem az Gsszes
megoldast keressiik, hanem egy bizonyos szempontbdl optimalis megoldast.
Az ilyen problemak megoldasaval foglalkozik az operacidkutatas, ezen beliil
a linearis programozassal megoldhaté feladatokkal fogunk foglalkozni.
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Példa

Egy gyarban 3 féle terméket gyartanak: széket (S), asztalt (A), ajtét (J),
melyekhez 2 féle nyersanyag sziikséges: faforgacs (F) és ragaszté (R). Az
egyes termékekhez sziikséges nyersanyagmennyiségeket az alabbi matrix
tartalmazza:

F R
S/1 3
Al 2 4
J\3 2

A cégnek a székeken 10 Ft, az asztalokon 4 Ft, az ajtékon pedig 3 Ft
nyeresége van, mig a raktaraiban 100 egységnyi faforgacsa és 50 egységnyi
ragasztdja van.

Melyik termékbsl mennyit allitson el8, hogy a profit maximalis legyen?
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A probléma az alabbi feladatra vezet: keressiik azon (xi, x2, x3) valds
szamokat (most tekintsiink el attél, hogy egészeket keresiink, hiszen az x;-k
a termékek darabszamat jeldlik), amelyekre:

x1+2x +3x3 < 100
3x1 +4x +2x3 < 50
X1, X2, X3 > 0.

Ezen (x1,x2, x3) megoldasok koziil szeretnénk meghatarozni egy olyat,
amelyre a
10x1 4+ 4x2 4+ 3x3

érték maximalis.

(12. eldadas) Bevezetés az operaciékutatasba 2020. aprilis 29. 4 /24



R —
Alapfeladat

Alapfeladat

A linearis programozas az alabbi alaka problémakkal foglalkozik:

311X1—|—...—|-b11y1—|-...—|- §(Z) C1

X1 S (Z) dl

diix1+ ...+ e+ — min(max)

Azaz linearis egyenletek helyett egyenl6tlenségek szerepelnek, valamint
némely valtozékra (xi,...) vonatkoznak alsé illetve felsé korlatok, mas
valtozékra (yi,...) nincs semmilyen korlat. Ezen kiviil adott egy fiiggvény
(az Ggynevezett célfiiggvény), és olyan megoldast keresiink, amelyre az
adott fliggvény minimalis (maximalis) értéket vesz fel.
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Az alapfeladat atalakitasa

A probléma megoldasahoz el6szér atalakitjuk a feltételeket, a
kovetkezéképpen:

@ A joboldali konstansok legyenek nemnegativak.
o A tdbbvaltozés egyenlétlenségek helyett egyenletek szerepeljenek.
@ MINDEN x valtozéra egy feltétel vonatkozzon csak: x > 0.

o A célfiiggvényt minimalizalni kelljen (ne maximalizalni).

Az atalakitasok legtobbszor természetesen adédnak, nézziink most néhany
példat.
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Példa
o Ha egy egyenlStlenség jobb oldala negativ, szorozzuk meg —1-gyel:

x] —2x3+ x3 > —3

helyett
—x1 +2x3 — x3 < 3.

o EgyenlStlenségeket 0j valtozok segitségével alakitsunk egyenletté:
@ x1 — Xo + 2x3 > 3 helyett

X1—X+2x3—x4 = 3
X4 > 0
o x1 — xo + 2x3 < 3 helyett
X1—X+2x3+x4 = 3
X4 Z 0
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o Korlat nelkiili valtozékat helyettesitsiink két korlatos valtozéval: y
helyett
y = X1 —X2
X1, X2 Z 0.

o Ha a célfiiggvényt maximalizalni kell, akkor szorozzuk meg —1-gyel:
10x1 + 4x2 + 3x3 — max

helyett

—10x7 — 4xo — 3x3 — min.

Ezen atalakitasok elébb-utobb véget érnek, vagyis ha valamit egy
atalakitassal kijavitunk, azzal nem rontunk el valami mast.

Elvégezve a megfelel§ atalakitasokat, a feladat specialis alaka lesz:
Ggynevezett standard feladat.
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Standard feladat
Standard feladat

Az alabbi alakia problémat nevezziik standard feladatnak:

aiixy +apxo+... = by
’ )
X1, X2y . .. > 0
C1X1 + Coxo + ... —  min,

ahol by,...>0.

Azaz standard feladat esetén

e MINDEN valtozéra az a feltétel, hogy nemnegativ,
e a célfiiggvényt MINIMALIZALJUK,
@ az egy valtozéra vonatkozé x; > 0 feltételek kivételével csak
egyenletek szerepelnek, NEMNEGATIV jobboldallal.
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Lehetséges kanonikus alakt feladat

Lehetséges kanonikus alakid feladat

Az alabbi alaka standard feladatokat hivjuk lehetséges kanonikus alaka
feladatoknak (l.k.a.f.):

x1+auyi+... = b
: )

XlyeoesYlyeo- > 0
ayr+ ... —  min

ahol by,...> 0.

Azaz a l.k.a.f-ban minden egyenlethez tartozik egy valtozé, amely csak az
adott egyenletben szerepel (még a célfiiggvényben sem!), és az adott
egyenletben az egyiitthatéja 1, ezek az agynevezett kiemelt valtozok.

(12. eldadas) Bevezetés az operacidkutatasba 2020. aprilis 29. 10 / 24



& példa
A kovetkezé feladat lehetséges kanonikus alaki feladat:
—2x1+ X0 — 2x3 — 2Xg = 3
2x1 + x3 + x4 — 3xp = 4
3x1 — 3x3 + x5 — 2x5 = 5
X1, X2, X3, X4, X5, X6 > 0
2x1 4+ 3x3 + 5xg —  min
Ugyanis:
X2 + —2x1 — 2x3 — 2Xg = 3
xs + 2x1 + x3 — 3Xp = 4
x5 + 3x1—3x3 —2xp = 5

X1, X2, X3, X4, X5, X6 > 0
2x1 + 3x3 + bxg —  min

kiemelt valtozok: x2, X, xs.
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A lehetséges kanonikus alaki feladat egy fontos jellemzdje, hogy kdnnyen
leolvashato belSle az egyenlétlenség-rendszer egy megoldasa.
Bazismegoldas

Bazismegoldasnak nevezziik, ha a kiemelt valtozék az egyenletek jobboldali
konstansaival egyenlék, a tobbi valtozé pedig 0 értéket vesz fel.

A & példa esetén:

Xo + —2x1 — 2x3 — 2Xg = 3
X4 + 2x1 + x3 — 3xp = 4
x5 + 3x1 —3x3 —2xp = 5

X1, X2, X3, X4, X5, X6 > 0
2x1 + 3x3 + 5xp —  min

a béZiSmGgOldéSZ xp =3, x4 =4, X5 =05 X1 =Xx3 =X = 0.
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Szimplex algoritmus |

A modszer lényege, hogy a lehetséges kanonikus alaka feladatokat elemi
bazistranszformaciék sorozataval oldjuk meg: elsé Iépésként felirjuk a
feladat szimplex tablajat.

A tablazat sorai az egyenleteknek felelnek meg, a sorok elején most nem a
bazis vektorok, hanem a definiciéban szereplé kiemelt valtozok, a
célfiiggvényt pedig egy kiilon sorba irjuk.
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A & példa:
x> + —2x1 —2x3 —2Xg = 3
X4 2x1 + x3 — 3xg = 4
x5 + 3x1—3x3 —2xp = 5

X1, X2, X3, X4, X5, X6 > 0
2x1 + 3x3 + bxg —  min

Szimplex tablaja:

X2 | =2 =2 =2
X4 2 1 -3
X5 3 -3 =2

oo B~ W
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A szimplex algoritmus vége

Az algoritmus lényege, hogy a fenti tablazatban megfelel§ generald elemet
valasztva egyre kodzelebb keriiliink az optimalis megoldashoz.

A szimplex algoritmus vége
Az algoritmus kétféle eredménnyel érhet véget:

O Ha a célfiiggvényben nincs negativ egyiitthaté: ekkor a bazismegoldas
optimalis. A célfiiggvény optimumanak —1-szerese a jobb alsé
sarokban szerepld szam.

@ Ha a célfiiggvényben van olyan negativ egyiitthaté, melynek
oszlopaban nincs pozitiv szam: ekkor a célfliggvény alulrdl nem
korlatos, tehat barmilyen kis értéket felvehet.

Az els6 esetre példa a & l.k.a.f.

(12. eldadas) Bevezetés az operacidkutatasba 2020. aprilis 29. 15 / 24



Példa

X1 —Xp = 0
x,x > 0

—Xo —  min

lehetséges kanonikus alaki feladat esetén a célfiiggvény alulrdl nem
korlatos, tehat barmilyen kis értéket felvehet.

Ugyanis a szimplex tablaja:

X2
x1|—-11]0
-110

tehat a célfiiggvény negativ egyiitthatéjanal nincs pozitiv szam, igy az
el6z8 dian szereplé 2. eset all fenn.
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Generald elem kivalasztasa

A general6 elem kivalasztasa tobbféleképpen torténhet, a legegyszeriibb
algoritmus:

Generald elem kivalasztasa

o Ha a célfiiggvényben nincs negativ egyiitthaté, vagy van olyan negativ
egyiitthat6, melynek oszlopaban nincs pozitiv szam, akkor az
algoritmus véget ért (Id.: "A szimplex algoritmus vége" dia).

@ Ha nem teljesiilnek az el6zé feltételek, akkor van olyan negativ
célfliggvény-egyiitthat6, melynek oszlopaban szerepel pozitiv szam:

© keressiik meg ezen célfiiggvény-egyiitthatok koziil a legkisebbet,

@ majd az oszlopaban valasszuk azt a pozitiv egyiitthatét generald
elemnek, melynek kivalasztasa esetén a jobboldali konstansok egyike
sem valik negativva, ehhez azt az elemet kell valasztani, ahol a
konstans/egyiitthat6 hanyados a legkisebb lesz.
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Példa
Xas X5 Xo Xy arany
x1| 1 2 1 —-1] 3 3/1
x| -1 0 2 2 4 4/2
x3| 3 -1 3* 1 5 5/3
-1 1 -3 2 |-=-2

A —3 a legkisebb olyan negativ célfiiggvény-egyiitthat6, amelynek
oszlopaban szerepel pozitiv szam. Az utolsé oszlop tartalmazza a
konstans/egyiitthaté hanyadosokat, ezek koziil a 3-hoz tartozé hanyados a
legkisebb, igy azt valasztjuk generalé elemnek.

Ha a —3 oszlopaban mas generalé elemet valasztottunk volna, akkor a

konstans oszlopban a kévetkezs lépésben megjelennének negativ szamok.
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Generalo elemet addig kell valasztanunk, mig az algoritmus véget nem ér
(Id.: "A szimplex algoritmus vége" dia).

Megjegyzések
o Az algoritmus hibaja, hogy eléfordulhat, hogy végtelen ciklusba esik,
vagyis folyamatosan valasztva generalé elemeket, mindig visszatériink
egy korabbi esethez.
@ A generalé elem kivalasztasanak bonyolitasaval az algoritmus
gyorsithaté, valamint a végtelen ciklusok elkeriilhet&k.

o Ide elrejtettem valamit.

(12. eldadas) Bevezetés az operacidkutatasba 2020. aprilis 29. 19 / 24


http://www.math.u-szeged.hu/~katai/linprog/pluszp_12ea.pdf

Példa

Oldjuk meg az

lehetséges kanonikus alakt feladatot szimplex algoritmus segitségével.

X1 + X3 = 3
X2 + 2x3+2xa = 8
X1,X2,x3,X4 > 0

—2Xx3 — X4 — min

X3 X4 X1 X4 X1 X2
X1 1* 0 3 _ X3 1 0 3 _ X3 1 013
x| 2 2|8 X | =2 2F |2 x| -1 3|1
-2 —110 2 1|6 1 5
Nincs negativ célfiiggvény-egyiitthatd, ezért a bazismegoldas: (0,0,3,1)

optimalis, a célfliggvény értéke ezen a helyen: —7.
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Példa
Oldjuk meg az

X1

+

X2

_l’_

X3 — X4
2x3 — 3xy

X17X27X37X4

O 00 W

lehetséges kanonikus alaki feladatot szimplex algoritmus segitségével.

—2X3 — Xa

>
—  min

X3 X4 X1 X4
x| 1" =113 x3| 1 =113
4)
x| 2 =318 x| -2 =112
-2 =110 2 -3|6

Mivel a célfiiggvényben van olyan negativ egyiitthaté, melynek oszlopaban

nincs pozitiv szam, igy a célfiiggvény alulrél nem korlatos, barmilyen kis

értéket felvehet.
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Kahoot
Az el6adason a https://kahoot.com/ oldalon lehetett online teszteket
megoldani.

A kovetkez feladatok szerepeltek. ]
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https://kahoot.com/

lgaz vagy Hamis?

o Ha egy linearis programozasi feladat szimplex tablaja a lenti tablazat,
akkor a célfiiggvény alulrél nem korlatos.

X3 X4 X5
x1|2 =3 2|4
x| 1 =2 315

1 -1 310

lgaz, mivel a célfiiggvényben van olyan negativ egyiitthat6, melynek

oszlopaban nincs pozitiv szam.
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Feleletvalasztas

A harom allitas koziil pontosan egy igaz.

Ha egy linearis programozasi feladat szimplex tablaja a lenti tablazat, akkor

X3 X4 Xy
x| 3 4 2| 4
x| 1 5 3|5
1 1 3|-6

(a) a bazismegoldas optimalis
(b) a célfiggvény értéke —6.

(c) a célfiiggvény alulrél nem

korlatos.
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Feleletvalasztas

A harom allitas koziil pontosan egy igaz.

Ha egy linearis programozasi feladat szimplex tablaja a lenti tablazat, akkor

X3 X4 Xy
x| 3 4 2| 4
x| 1 5 3|5
1 1 3|-6

(a) a bazismegoldas optimalis.
(b) a célfiggvény értéke —6.
(c) a célfiiggvény alulrél nem korlatos.

A (a) allitas az igaz.
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