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Homogén linearis egyenletrendszerek

(10. eldadas) Linearis egyr.(3.), Sajatérték 2020. &prilis 15. 2/25



Homogén lineéris egyenletrendszerek

Definicié (Homogén linearis egyenletrendszer).

Legyen A= (a;;) € R™" b e R™1 és x = (xq,...,
linearis egyenletrendszer homogén, ha b = (0,...,0)7. Azaz, ha linearis

egyenletrendszeriink

ail-x1 + ... 4+ AdinpXn

am1-X1 + ... + amn-Xn

alaka.

xn). Az AxT =b

Jeldlje Up a fenti homogén linearis egyenletrendszer
halmazat.

megoldasainak
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Homogén linearis egyenletrendszerek

Ekkor U, az alabbi tulajdonsagokkal bir:
Q@ 0 € Upx (0 a trivialis megoldasa a HLER-nek);
@ ha x1,xp € Uy, akkor AxlT =07 &s Ax2T =07, aminek kdvetkeztében
07 =07 +0" = Ax{ + Ax] = A(x{ +xJ)=A(x1 +x2)7, gy
X1 + X2 € Up (Ua zért az Gsszeadasra);

© hax e Uy és A €RR, akkor AxT =07, aminek kdvetkeztében
07T =X-0T =X-(AxT) =AW\ -x)T,igy A-x € Ug (Uy zart a
skalarokkal valé szorzasra).
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Homogén linearis egyenletrendszerek

Tétel.

Homogén linearis egyenletrendszer megoldasai alteret alkotnak.

Tétel.

Linearis egyenletrendszer megoldasai pontosan akkor alkotnak alteret, ha a
linearis egyenletrendszer homogeén.

(10. eldadas) Linearis egyr.(3.), Sajatérték 2020. aprilis 15. 5/ 25



Homogén linearis egyenletrendszerek

Példa.
Tekintsik az

xx + 2% 4+ 3x3 + 4x4 = 0
x + 2% + x3 + 24 = 0

HLER-t. Hatarozzuk meg Ua-t, ahol A az egyenletrendszer matrixa.

0 )

A HLER bévitett matrixanak lépcsés alakja:
0 1
1 1

T DRI 1 2
(107~ (g b
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Homogén linearis egyenletrendszerek

Megjegyzések.
@ A bdvitett matrix utolsé oszlopa az elemi atalakitasok soran nem
valtozik, igy akar el is hagyhaté.

@ A lépcsés alakbol MINDEN leolvashaté: két kotott (x1 és x3) és két
szabad (xy és x4) valtozé van, tovabba

Ua = {(—2x2 — x4, x2, —xa, xa) | x2, x4 € R} .
© Uja-ban bazist kapunk, ha ligyesen valasztjuk meg a szabad valtozék
értéket:

o xo=1x=0 vy =(-2,1,0,0),
e x2=0,x=1 vo=(-1,0,-1,1).

A vi, v» vektorrendszer bazis az Uy altérben, igy dimenzigja 2.
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Homogén lineéris egyenletrendszerek

Definicié (Fundamentélis megoldasrendszer).
HLER megoldasai alterének bazisat fundamentalis megoldasrendszernek
nevezziik.

Példa.
Avi =(-2,1,0,0), vo = (—1,0,—1,1) vektorrendszer fundamentalis
megoldasrendszere az

xx 4+ 2% + 3x3 4+ 4x4 = 0
xxt + 20 + x3 + 2x3 = 0

HLER-nek.
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Homogén linearis egyenletrendszerek

Tétel.

Legyen A € R™*" Az Ax" =07 homogeén linearis egyenletrendszernek

r = r(A) darab kotétt és n — r darab szabad valtozéja van, ezért az Up
altér dimenzidja n — r. Ha a szabad valtozék x; ., ..., Xx;,, akkor az alabbi
(n — r)-esekhez tartozé

X,'r+1:1 X,',+2:0 X,'nzo V1:(...71,...70,...,07...)
Xi=0 X ,=1 ... x,=0 ww=(...0,....1,...,0,...)
X1 =0 X,.,=0 ... xp,=1 v, ,=(..,0,...,0,...,1,...)

megoldasok fundamentalis megoldasrendszert alkotnak. Azaz, ha a szabad
valtozok helyébe ezeket az értékeket helyettesitjiik, és meghatarozzuk a
kotott valtozok értékét, akkor ezek a konkrét megoldas-vektorok az Ua
megoldasaltér egy bazisat adjak.
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Homogén lineéris egyenletrendszerek

Példa.
Tekintsiik az Ax” = 07 HLER-t, ahol

i1 1 1 1 5 4 6 i1 o o O -—-11 -1 -3

A= i 1 0 2 1 7 4 5 - 0O o0 1 0 O 0 0 2
- i1 1 3 1 9 4 38 0O 0 0 1 o 2 0 1

2 2 1 5 1 2 3 7 0O 0 0 0 1 14 5 6

Négy kotott (x1, x3, xa, x5) és négy szabad ismeretlen van (x2, X, X7, Xg),
az Uy altér dimenzidja n — r(A) =8 — 4 = 4. A HLER egy fundamentilis
megoldasrendszere:

X2:1,X6:0,X7:O,Xg:0 V1:(—1,1,0,0,0,0,0,0)
x=0,x%=1,x=0x=0  v=(11,0,0,—2,—14,1,0,0)
x»=0,%=0,x7=1,x3=0 vs = (1,0,0,0,-5,0,1,0)
X2 =0,x=0,xx=0,xg =1 va = (3,0,-2,-1,0,0,1)
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Homogén lineéris egyenletrendszerek ARSI -ELEEEY

Tétel.

Legyen U altér a V = R" vektortérben. Ekkor vannak olyan vq,..., v € V
vektorok, amelyekre U = [vi, ..., vi] teljesiil.

Példa.

3 -1 0 -3

Legyen A= | -6 6 —6 —3|. Ekkor Uy altér az R* vektortérben,
8 3 5 7

amelynek fundamentalis megoldasrendszere a

vi = (13/18,—5/5,—37/18, 1) vektorrendszer, ezért Ua = [v1].
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Homogén lineéris egyenletrendszerek Alterek megadasa

Tétel.

Legyen U altér a V = R” vektortérben. Ekkor van olyan m € N és
A€ R™" hogy U = U,.

Példa.

Legyen U = {(a,b,c,d) |a=b—2c ésc=d — a-+ b}. Ekkor U altér az
R* vektortérben és

={(a,b,c,d)|a=b—2césc=d—a+ b}
={(a,b,c,d)|a—b+2c=0éa—b+c—d=0}= Uy,

1 -1 0 -2
ahol A= ( -1 1 —1) <o 0 1 1>'
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Sajatértékek

Sajatérték, sajatvektor
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Sajatérték és sajatvektor

Definicié (Matrix sajatértéke).

Az A (n x n)-es matrixnak sajatértéke a A valés szam, ha van olyan
v €R", v # 0 vektor, melyre A- v = Av7 teljesiil (~ v a A
sajatértékhez tartozé sajatvektor).

Definicié (Matrix sajatvektora).

Az A (n x n)-es matrixnak sajatvektora a v € R" \ {0} vektor, ha van
olyan \ valés szam, melyre A- v’ = Av' teljesiil (~ v a \ sajatértékhez
tartozé sajatvektor).

A fenti definiciékban azért szerepel v, mert R” elemeit sorvektorokként
irjuk, de itt jobbrdl szorzunk a vektorral egy matrixot, amit csak akkor
tudunk elvégezni, ha oszlopvektorként szerepel.
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Sajatértékek

Példa.
3 4 4
Legyen A= 2 1 —2|, ekkor
—4 —4 —1

@ a A = 3 valds szam sajatértéke A-nak, mivel a v = (0, —1, 1) vektorra

A-(0,-1,1)7 =(0,-3,3)" =3-(0,-1,1)7

teljesiil.

@ a v =(2,—-3,2) vektor sajatvektora A-nak, mivel
A-(2,-3,2)T =(2,-3,2)T =1-(2,-3,2)".

A v vektor a A = 1 sajatértékhez tartozik.
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Sajatértékek

A sajatértékek meghatarozasa

Tegyiik fel, hogy a v € R"\ {0} vektor sajatvektora az A € R"*"
matrixnak, mégpedig a A € R sajatértékhez tartozé sajatvektora. Ekkor

Avi= xvlie—=Avi=)XE v’
— (A-X-E)-v =0".

Ez azt jelenti, hogy v nemtrivialis megoldasa az (A — \- E,) -x" =07
HLER-nek. Ha |A — X - E,| # O teljesiilne, akkor ennek a HLER-nek
pontosan egy megoldasa lenne, a trivialis (x = 0). Igy az A — X - E, matrix
determinansa 0.

Tétel.

Az A matrixnak a A valds szam pontosan akkor sajatértéke, ha az
|A—X-E,| =0.
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Sajatértékek

Definicié (Karakterisztikus polinom).

Legyen A€ R™". A pp = |A— x - E,| polinomot az A matrix
karakterisztikus polinomjanak nevezziik.

Tétel (A sajatértékek és a karakterisztikus polinom).

A X valds szam pontosan akkor sajatértéke az A matrixnak, ha A gydke A
karakterisztikus polinomjanak.
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Sajatértékek

Definicié (Karakterisztikus polinom).
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Tétel (A sajatértékek és a karakterisztikus polinom).

A X valds szam pontosan akkor sajatértéke az A matrixnak, ha A gydke A
karakterisztikus polinomjanak.

(10. eldadas) Linearis egyr.(3.), Sajatérték 2020. aprilis 15. 17 / 25



Sajatértékek

Példa.

35 45

Hatarozzuk meg az A = <—6 5

> matrix sajatértékeit.

A matrix karakterisztikus polinomja:

35 45 10
e (5 9 )
35 45\ (x 0\| [35-x 45
-6 2 0 x/|

—6 2 —x
= x? — 37x + 340.

Az x?> — 37x + 340 = 0 egyenlet megoldasai: 20 és 17. Igy A sajatértékei:
A1 =20 és \p = 17.
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Sajatértékek

Példa.

Hatarozzuk meg az A = (_01 (1)) matrix sajatértékeit.

A matrix karakterisztikus polinomja:

1] »
1 _X‘_x + 1.

PA—\A—X-Ezl—‘

Az x? 41 = 0 egyenletnek nincs valés megoldasa, ezért az A matrixnak
nincsenek valds sajatértékei.
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Sajataltér meghatarozasa

Definicié (Sajataltér).

Matrix adott sajatértékhez tartozé sajatvektorai a zérusvektorral egyiitt
alteret alkotnak. Ezen altér az adott sajatértékhez tartozé sajataltér. A A
sajatértékhez tartozo sajatalteret U, jeldli.

Tétel (Sajataltér bazisa).
Az A matrix A sajatértékéhez tartozo sajatalterének egy bazisa éppen az
(A—X-E)x" =07 HLER egy fundamentalis rendszere.
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Sajatértékek

Példa.
2 5 5

Adjuk megaz A= [0 3 1| matrix sajatértékeit, és az egyik
0 -2 0

sajatértékéhez tartozo sajatalterét.

@ Az A matrix karakterisztikus polinomja:
2—x b 5
pA:|A—X-E3|: 0 3—x 1 =
0 -2 0-—x
= (2=X)[B=x)(—x) = (-2)] = (2 = x)(x* = 3x +2) =
=2 - x)(x—2)(x —1) = —(x — 2)?(x — 1).
@ Az A matrix sajatértékei: Ay =2 és \p = 1.

© Az U,,, a A\; = 2-hoz tartozé sajataltér meghatarozasa.
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Sajatértékek

Uy, meghatarozasa

Meg kell oldani az (A — A1 - E3) -x” = 07 HLER-t, melynek matrixa

0 5 5 011
A-X\-E5=]10 1 1 |~]0 00
0 -2 -2 0 0O
A megoldasok altere a \; = 2 sajatértékhez tartozé sajataltér. Mivel a
lépcsés alakbdl leolvashato, hogy xo = —x3, és x1, x3 szabad ismeretlen,
igy:

Un, = {(x1, —x3,x3) | x1, 33 € R},

melynek bazisa az (1,0,0), (0, —1,1) vektorrendszer.

VIGYAZAT: 0 € Uy,, de 0 nem sajatvektor!!! J
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Kahoot
Az el6adason a https://kahoot.com/ oldalon lehetett online teszteket
megoldani.

A kovetkez6 feladatok szerepeltek.
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https://kahoot.com/

- | e
lgaz vagy Hamis?

@ Van olyan homogén linearis egyenletrendszer, aminek nincs megoldésa.J
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- | e
lgaz vagy Hamis?

@ Van olyan homogén linearis egyenletrendszer, aminek nincs megoldésa.J

Hamis, a 0 mindig megoldas.
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- | e
lgaz vagy Hamis?
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@ Nincs olyan A € R2X? matrix, amelynek nincs valés sajatértéke. J
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- | e
lgaz vagy Hamis?

@ Van olyan homogén linearis egyenletrendszer, aminek nincs megoldésa.J

Hamis, a 0 mindig megoldas.

@ Nincs olyan A € R2X? matrix, amelynek nincs valés sajatértéke. J

Hamis, pl. a korabban vizsgalt A = <_01 é) matrix.
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Feleletvalasztas

A harom allitas koziil pontosan egy igaz.

Legyen A € R"™*" és tekintsiik az Ax” = 07 homogén linearis
egyenletrendszert, ekkor ...

(a) a linearis egyenletrendszer lehet ellentmondé.

(b) a linearis egyenletrendszernek nem lehet pontosan egy megoldasa.
(c) a fundamentalis megoldasrendszere n — r(A) elemdi.
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Feleletvalasztas

A harom allitas koziil pontosan egy igaz.

Legyen A € R"™*" és tekintsiik az Ax” = 07 homogén linearis
egyenletrendszert, ekkor ...

(a) a linearis egyenletrendszer lehet ellentmondé.

(b) a linearis egyenletrendszernek nem lehet pontosan egy megoldasa.

(c) a fundamentalis megoldasrendszere n — r(A) elemdi.

A (c) allitas az igaz.
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