O. El6adas
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Portfélié-analizis

Tegyiik fel, hogy egy bank 4 kiilonb6z6 eszkdzbe fektet be (réz, buza,
arany és kakao). Az ligyfeleinek ezen befektetésekbdl 3 kiilonbozé
befektetési jegyet kinal, melyekben a fenti eszkdzok mas-mas sallyal
szerepelnek. Az alabbi matrix mutatja a harom kiilénb6z8 befektetési jegy
Osszetételét —az Osszes befektetett pénz aranyaban:

Réz Baza Arany Kakao
BJ1 / 0.6 0.5 -0.2 0.1
Bl | —04 0.8 0.3 0.3
BJs \ 0.04 0.63 0.12 0.21

Lehetséges-e a fenti befektetési jegyekbél olyan portféliot dsszeallitani
(nyithat6 short pozicié is), ami egyenértékii azzal, mintha minden
pénziinket rézbe fektettiik volna?
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Portfélié-analizis

A matematikai modell

A befektetési jegyeknek vektorok feleltethet6k meg az alabbiak szerint:

BJi
BJo
BJs

BJ4

A

Ay

vi = (0.6,0.5,—0.2,0.1),
v, = (—0.4,0.8,0.3,0.3),
vs = (0.04,0.63,0.12,0.21),

vs = (1,0,0,0).

?
A matematikai probléma: v4 € [v1, v2, v3].
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Portfélié-analizis

Megoldas:

0. Vi v V3 ‘ Vy 1. %) V3 ‘ Vs
ee| 06 —-04 004 |1 e | =22 -—-122 |1
e | 05 08 063| 0 e | —07 -—-042 |0
es | 02 03 0120 €3 0.9 0.54 0
es | 0.1 03 021] 0 Vi 3 2.1 0

2. 3 Vg
€1 V3 10
Vo Vo —6
€3 €3 0
Vi Vi -3

V4:(—3)-V1—|-(—6)-V2+10-V3
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Portfélié-analizis

Valasz:

Lehetséges a fenti befektetési jegyekbdl olyan portféliot dsszeallitani, ami
egyenértékii azzal, mintha minden pénziinket rézbe fektettiik volna.
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Portfélié-analizis

Mi a valasz akkor, ha a bank nem enged negativ poziciékat felvenni a
befektetési jegyekbél?

Valasz:

Ebben az esetben nem lehetséges a fenti befektetési jegyekbél olyan
portféliét Ssszeallitani, ami egyenértékii azzal, mintha minden pénziinket
rézbe fektettiik volna. A vy egyértelmien allithaté el6 a vy, v és v3
vektorok linearis kombinaciéjaként.
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Portfélié-analizis

Egy masik bank 6 féle eszkozbe fektet, és a kdvetkezs 3 féle befektetési
jegyet értékesiti (mind long, mind short lehetéséggel):

01 02 02 -03 02 06
02 -0.7 0.1 1.1 0.2 0.1
-01 01 -02 02 05 05

Az ligyféligények felmérése utan a bank megbizza egy munkatarsat, hogy
alakitson ki egy 0j befektetési jegyet. A munkatars a kdvetkezé befektetési
aranyokat javasolja az (j befektetési jegyhez:

(0.4,-0.6,0.5,0.6, —0.1,0.2).

Megérdemli-e a munkatars a fizetését? )
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Portfélié-analizis

A matematikai modell

A befektetési jegyeknek ismét vektorokat feleltetiink meg az alabbiak
szerint:

BJi e~ vi=(0.1,0.2,0.2,—0.3,0.2,0.6),
Bl e~ v, =(02,-07,0.1,1.1,0.2,0.1),
BJ;s «w w3=(=0.1,0.1,-0.2,0.2,0.5,0.5),

BJs e~ v4=(0.4,-06,0.5,0.6,—0.1,0.2).

?
A matematikai probléma: v4 € [v1, v2, v3].
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Portfélié-analizis

Megoldas:
0. Vi % V3 Va 3. | v
e 0.1 0.2 -0.1 0.4 Vi 1
& 0.2 —-0.7 0.1 —-0.6 Vs 1
es| 02 01 —02]| 05 e | 0
e | —0.3 1.1 0.2 0.6 € 0
€5 0.2 0.2 0.5 —-0.1 = 0
€ 0.6 0.1 0.5 0.2 vz | —1

Va =Vvi+Vvo—Vv3
Valasz:

A munkatars nem érdemli meg a fizetését.
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Portfélié-analizis

Latvan az el6z6 munkatars kudarcat, a bank vezérigazgatdja ezattal 5
munkatarsat biz meg azzal, hogy 5 kiilonb6z6 aj portféliét dolgozzanak ki.
Megérdemli-e a vezérigazgaté a fizetését?

Valasz;

Nem, a vezérigazgaté nem érdemli meg a fizetését.
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Linearis egyenletrendszerek Kronecker és Capelli

Tétel (Kronecker—Capelli-tétel).

Az
ail-x1 + ... + A@n-Xpn = by

ami-x1 + ... 4+ amn-Xn = bnp

egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg, ha
r(A) =r(A|b),

ahol A = (aj j)mxn (a LER matrixa) és
aii e al,n b1

(A|b)= : : : (a LER bévitett matrixa).

am1 --- amn | bm
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Linearis egyenletrendszerek Kronecker és Capelli

Példa.
x + y + z =5
x — y + z = -1
X + 2y + =z 38
1 1 1] 5 1 0 1]2
(Al b)= 1 -1 1| -1 ~ee 01 0|3
1 2 1| 8 0 0 0|0
r(Alb)=r(A)=2
Az egyenletrendszer megoldhaté.
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Linearis egyenletrendszerek Kronecker és Capelli

Példa.
x + y + z =5
x — y + z = -1
X + 2y + =z 7
1 1 1|5 1 0 110
(Alb)=1 1 -1 1|-1 |~---~[ 0O 1 0|0
1 2 1|7 0 0 0|1
r(Alb)=3 és r(A)=2

Az egyenletrendszer nem megoldhaté.
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Linearis egyenletrendszerek Kronecker és Capelli

Megjegyzés.
Ha r(A | b) # r(A), akkor

r(A|b)=r(A)+1.
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(AL EERERCAVNISIENE OIS Homogén linearis egyenletrendszerek

Definicié (Homogén linearis egyenletrendszer).

Legyen A= (a;;) € R™" b e R™1 és x = (x1,...,%,). Az Ax=b
linearis egyenletrendszer homogén, ha b = (0,...,0)7. Azaz, ha linearis
egyenletrendszeriink

al-xx1 + ... 4+ ain-Xp = 0

mi1-X1 + ... + Amn-Xn = 0

alaka.

Jeldlje Uy a fenti homogeén linearis egyenletrendszer megoldasainak
halmazat.
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(AL EERERCAVNISIENE OIS Homogén linearis egyenletrendszerek

Ekkor U, az alabbi tulajdonsagokkal bir:
© 07 c Us (07 a trivialis megoldasa a HLER-nek);
@ ha x1,x2 € Uy, akkor Ax; =07 és Axp = 07, aminek kdvetkeztében
0" =0"+0"T = Ax1 + Axp = A(X1 + x2), igy X1 + X2 € Ua (Ua zart
az Gsszeadasra);

© hax e Uj és \ € R, akkor Ax = 07, aminek kdvetkeztében
07 =107 =X (Ax) = A(\-x), igy A - x € Up (Un zart a
skalarokkal val6 szorzasra).
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(AL EERERCAVNISIENE OIS Homogén linearis egyenletrendszerek

Tétel.

Homogén linearis egyenletrendszer megoldasai alteret alkotnak.

Tétel.

Linearis egyenletrendszer megoldasai pontosan akkor alkotnak alteret, ha a
linearis egyenletrendszer homogeén.
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(AL EERERCAVNISIENE OIS Homogén linearis egyenletrendszerek

Példa.
Tekintsik az

xx + 2% 4+ 3x3 + 4x4 = 0
x + 2% + x3 + 23 = 0

HLER-t. Hatarozzuk meg Ua-t, ahol A az egyenletrendszer matrixa.

0 ):

A HLER bévitett matrixanak lépcsés alakja:
0 1
1 1

T DRI 1 2
(a107)~ e (g b
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(AL EERERCAVNISIENE OIS Homogén linearis egyenletrendszerek

Megjegyzések.
@ A bdvitett matrix utolsé oszlopa az elemi atalakitasok soran nem
valtozik, igy akar el is hagyhaté.

@ A lépcsés alakbél MINDEN leolvashaté: két kotott (x1 és x3) és két
szabad (x2 és x4) valtozé van, tovabba

UA = {(_2X2 — X4, X2, _X47X4)T ‘ X3, X4 € R} .

© Up-ban bazist kapunk, ha ligyesen valasztjuk meg a szabad valtozék
értékét:
e xo=1x=0: vy =(-2,1,0,0)7,
o x=0,x=1 v=(-1,0-1,1)".

A vi, v» vektorrendszer bazis az Uy, altérben, igy dimenzigja 2.
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(AL EERERCAVNISIENE OIS Homogén linearis egyenletrendszerek

Definicié (Fundamentélis megoldasrendszer).
HLER megoldasai alterének bazisat fundamentalis megoldasrendszernek
nevezziik.

Példa.
Avi =(-2,1,0,0), vo = (—1,0,—1,1) vektorrendszer fundamentalis
megoldasrendszere az

xx 4+ 2% + 3x3 4+ 4x4 = 0
xxt + 20 + x3 + 2x3 = 0

HLER-nek.
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(AL EERERCAVNISIENE OIS Homogén linearis egyenletrendszerek

Tétel.

Legyen A € R™*" Az Ax = 07 homogén linearis egyenletrendszernek
r = r(A) darab kotott és n — r darab szabad valtozéja van, ezért az Ux
altér dimenziéja n — r. Ha a szabad vaéltozék x; , ., ..., x;,, akkor az alabbi

(n — r)-esekhez tartozé megoldasok fundamentalis megoldasrendszert
alkotnak.
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(AL EERERCAVNISIENE OIS Homogén linearis egyenletrendszerek

Példa.
Tekintsiik az Ax = 07 HLER-t, ahol

1 1 1 1 1 5 4 6 i1 0 o O -11 -1 -3
A= i 1 0 2 1 7 4 5 o~ 0O 0 1 0 o 0 0 2
i 1 1 3 1 9 4 8 0O 0 o0 1 o 2 0 1
2 2 1 5 1 2 3 7 0O 0 O o0 1 14 5 6

Négy kotott (x1, x3, xa, x5) és négy szabad ismeretlen van (x2, X, X7, Xg),
az Uy altér dimenzigja n — r(A) = 8 — 4 = 4. A HLER egy fundamentalis
megoldasrendszere:

xx=1,x%=0,xx=0,x=0 v1 = (-1,1,0,0,0,0,0,0)7
X2:07X6:1,X7:0,X8:0 V2:(1 ,0,0,*2,714,1,0,0)7_
X2:07X6:O,X7:1,X8:0 V3:(1 OOO —5,0,1,0)T
x2=0,x%=0,x7=0,x =1 vs = (3,0,-2,-1,0,0,1)"
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(RO CERERCAVNICIENE Il Alterek megadasa

Tétel.

Legyen U altér a V = R" vektortérben. Ekkor vannak olyan vq,..., v € V
vektorok, amelyekre U = [vi, ..., vi] teljesiil.

Példa.

3 -1 0 -3

Legyen A= | -6 6 —6 —3|. Ekkor Uy altér az R* vektortérben,
8 3 5 7

amelynek fundamentalis megoldasrendszere a

vi = (13/18,—-5/5,—37/18, 1) vektorrendszer, ezért Ua = [v1].
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(RO CERERCAVNICIENE Il Alterek megadasa

Tétel.

Legyen U altér a V = R" vektortérben. Ekkor van olyan m € N és
A€ R™*" hogy U = U,.

Példa.

Legyen U = {(a,b,c,d) |a=b—2c és c = d — a+ b}. Ekkor U altér az
R* vektortérben és

={(a,b,c,d)|a=b—2césc=d—a+ b}
={(a,b,c,d)|a—b+2c=0éa—b+c—d=0}= Uy,

1 -1 0 -2
ahol A= < -1 1 —1> <o 0 1 1>'
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Sajatértékek

Sajatérték és sajatvektor

Definicié (Matrix sajatértéke).

Az A (n x n)-es matrixnak sajatértéke a A valés szam, ha van olyan
v € R, v # 0 vektor, melyre A- v = Av7 teljesiil (~ v a A
sajatértékhez tartozé sajatvektor).

Definicié (Matrix sajatvektora).

Az A (n x n)-es matrixnak sajatvektora a v € R" \ {0} vektor, ha van
olyan X valés szam, melyre A- v’ = Av 7 teljesiil (~ v a \ sajatértékhez
tartozé sajatvektor).

A fenti definiciékban azért szerepel v, mert R” elemeit sorvektorokként
irjuk, de itt jobbrdl szorzunk a vektorral egy matrixot, amit csak akkor
tudunk elvégezni, ha oszlopvektorként szerepel.
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Sajatértékek

Példa.
3 4 4
Legyen A= 2 1 2 |, ekkor
—4 —4 —1

@ a A = 3 valds szam sajatértéke A-nak, mivel a v = (0, —1, 1) vektorra
A-(0,-1,1)" =(0,-3,3)" =3.(0,-1,1)7

teljesiil.

@ a v =(2,-3,2) vektor sajatvektora A-nak, mivel
A-(2,-3,2)T =(2,-3,2)T =1-(2,-3,4)7.

A v vektor a A = 1 sajatértékhez tartozik.
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Sajatértékek

A sajatértékek meghatarozasa

Tegyiik fel, hogy a v € R"\ {0} vektor sajatvektora az A € R"*"
matrixnak, mégpedig a A € R sajatértékhez tartozé sajatvektora. Ekkor

Avi= vl e—=AvIi=)XE v’
— (A-X-E)-vl =0".

Ez azt jelenti, hogy v nemtrivialis megoldasa az (A — \- E,)-x" =07
HLER-nek. Ha |A — X - E,| # O teljesiilne, akkor ennek a HLER-nek
pontosan egy megoldasa lenne, a trivialis (x = 0). Igy az A — \ - E, matrix
determinansa 0.

Tétel.

Az A matrixnak a A valds szam pontosan akkor sajatértéke, ha az
|A—X-E,| =0.
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Sajatértékek

Definici6 (Karakterisztikus polinom).

Legyen A€ R™". A pap = |A— x - E,| polinomot az A matrix
karakterisztikus polinomjanak nevezziik.

Tétel (A sajatértékek és a karakterisztikus polinom).

A X valés szam pontosan akkor sajatértéke az A matrixnak, ha A gycke A
karakterisztikus polinomjanak.
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Sajatértékek

Definici6 (Karakterisztikus polinom).

Legyen A€ R™". A pap = |A— x - E,| polinomot az A matrix
karakterisztikus polinomjanak nevezziik.

Tétel (A sajatértékek és a karakterisztikus polinom).

A X valés szam pontosan akkor sajatértéke az A matrixnak, ha A gycke A
karakterisztikus polinomjanak.
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Sajatértékek

Példa.

35 45

Hatarozzuk meg az A = <—6 5

> matrix sajatértékeit.

A matrix karakterisztikus polinomja:

35 45 10
e (5 9 )
35 45 (X 0\| |35—x 45
-6 2 0 x/|

—6 2 —x
= x? — 37x + 340.

Az x?> — 37x + 340 = 0 egyenlet megoldasai: 20 és 17. Igy A sajatértékei:
A1 =20 és \p = 17.
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Sajatértékek

Példa.

Hatarozzuk meg az A = (_01 é) matrix sajatértékeit.

A matrix karakterisztikus polinomja:

1] »
1 _X‘_x + 1.

PAI\A—X-Ezlz‘

Az x? 4+ 1 = 0 egyenletnek nincs valés megoldasa, ezért az A matrixnak
nincsenek valds sajatértékei.
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Sajatértékek

Sajataltér meghatarozasa

Definicié (Sajataltér).

Matrix adott sajatértékhez tartozé sajatvektorai a zérusvektorral egyiitt
alteret alkotnak. Ezen altér az adott sajatértékhez tartozé sajataltér. A A
sajatértékhez tartozo sajatalteret U, jeldli.

Tétel (Sajataltér bazisa).
Az A matrix \ sajatértékéhez tartozé sajatalterének egy bazisa éppen az
(A—X-E)x" =07 HLER egy fundamentalis rendszere.
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Sajatértékek

Példa.
2 5 5

Adjuk megaz A= [0 3 1| matrix \; = 2 sajatértékéhez tartozé
0 -2 0

sajatalterét.

@ Az A matrix karakterisztikus polinomja:
2—x b 5
pa=|A—x-E|l=| 0 3-x 1 |=—(x—2)3x-1).
0 -2 0-x
@ Az A matrix sajatértékei: \; =2 és A\ = 1. (Valdban sajatérték a 2
valés szam.)

@ U,, meghatarozasa.
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Sajatértékek

Uy, meghatarozasa

Meg kell oldani az (A — A1 - E3) -x” = 07 HLER-t, melynek matrixa

0 5 b 011
A-M-E3=(0 1 1 ]~(0 0O
0 -2 -2 0 00

A megoldasok altere a A\; = 2 sajatértékhez tartozo sajataltér:

Un, = {(x1, —x3,x3) | x1,x3 € R},

melynek bazisa az (1,0,0), (0, —1,1) vektorrendszer.

VIGYAZAT: 0 € U,,, de 0 nem sajatvektor!!! )
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lgaz vagy Hamis?
o Ha A € R*5 matrix egy homogén linearis egyenletrendszer egyiitthaté

matrixa. Ekkor az egyenletrendszer megoldasai alteret alkotnak
R*-ben.

Hamis, mivel A € R**® igy a hozza tartozé homogén linearis
egyenletrendszer 5 ismeretlent tartamaz, tehat a megoldasok R egy alterét
alkotjak.

o Végtelen sok olyan A € R?>*? matrix van, amelynek a A = 3
sajatértéke, és a hozza tartozé sajataltér két dimenzids.

Hamis, mivel R?-nek egyetlen kétdimenziés altere R?, és a homogén
linearis egyenletrendszer megoldasaltere pontosan akkor lesz a teljes
vektortér, ha az egyiitthatomatrix a zérusmatrix, igy A — 3E; = 25, tehat

(9
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Feleletvalasztas

A négy allitas koziil pontosan egy igaz.

Legyen A € R™*" és tekintsiik az Ax = 07 homogeén linearis
egyenletrendszert, ekkor . ..

(a) a linearis egyenletrendszer lehet ellentmondé.

(b) a linearis egyenletrendszernek nem lehet pontosan egy megoldasa.
(c) a fundamentalis megoldasrendszer m — r(A) elemi.
(d) ha a megoldasaltér a {0}, akkor a fundamentalis megoldasrendszer

0-elemdi.
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Feleletvalasztas

A négy allitas koziil pontosan egy igaz.

Legyen A € R™*" és tekintsiik az Ax = 07 homogeén linearis
egyenletrendszert, ekkor . ..

(a) a linearis egyenletrendszer lehet ellentmondé.

(b) a linearis egyenletrendszernek nem lehet pontosan egy megoldasa.
(c) a fundamentalis megoldasrendszer m — r(A) elemi.
(d) ha a megoldasaltér a {0}, akkor a fundamentalis megoldasrendszer

0-elemdi.

A (d) allitas az igaz.
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