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Matrixegyenletek

Probléma.
Legyen A (m x n)-es és B (m x {)-es matrix. Talalhat6-e olyan X matrix,
amelyre AX = B?

Megjegyzések. (a) Ha létezik a fenti tulajdonsagia X matrix, akkor
X € R,
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(b) Az

X11 X1¢ bi1 bie

Xn1 Xne bm1 bre

matrixegyenlet ekvivalens az alabbi linearis egyenletrendszer rendszerrel:

X11 b11 X1¢ bie
Al = [, A | =

Xnl Xm1l Xnt Xme

Az egyes egyenletrendszerek elemi bazistranszformaciéval megoldhaték,
ligyesen szervezve a teendéket, akar egyszerre is.
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s
Matrixegyenletek

Az elemi bazistranszformaciét az alabbi tablazatra fogjuk végrehajtani:

0 ‘ X1 Xn ‘ b1 bg
er | an ain | b1 b1,
€m am1 dmn bml bmé

Szabalyok:
@ az e’ -ket szeretnénk lecserélni , x"-ekre, igy

@ a general6 elem csak az ajj-k koziil keriilhet ki.
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Példa.
Oldjuk meg az

matrixegyenletet.

Ha X megoldasa a matrixegyenletnek, akkor X € R**3. Az EBT-hez
sziikséges tablazat az alabbi lesz:

0. ‘ X1 X2 X3 Xz ‘ b1 b2 b3
eg|1 -1 2 1 |-1 1 0
e|l1 0 1 -1}]1 2 1
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0. X1 X2 X3 X4 ‘ b1 b2 b3
e | 1I* -1 2 1 |-1 1 O
e |1 0 1 -1]1 2 1
1. X2 X3 X4 ‘ bl b2 b3

x1 | -1 2 1 (-1 1 O

e | 1* -1 -2 2 1 1

2. X3 X4 ‘ b1 b2 b3

x| 1 —-1(1 2 1

x| -1 =212 1 1
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A cserét teljesen végrehajtottuk, a matrixegyenlet megoldhaté.

2. | x3 x4 | by by bs
1 1|1 2 1
-1 -2 2 1 1

X1
X2

Az utolsé tablazatbél a megoldasokat is leolvashatjuk. Legyen
X = (xjj)ax3. Ekkor xi; és xp; ,kotdtt valtozok” lesznek, az x3; és xa;
(1 <j < 3) valtozok pedig ,szabadok™

x11 = 1 — x31 + xa1, x21 = 2 + x31 + 2x41,
X12 = 2 — X32 + Xa2, x22 = 1+ x32 + 2x42,
x13 = 1 — x33 + xa3, xo3 = 1 + x33 + 2x43.
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A matrixegyenlet altalanos megoldasa:

I—=1-x31—(~1)-xa1 2—x2+x2 1—x33+x3
X — 2—(=1)x31 —(—2) - xa1 1+x32+2xs2 1+ x33+ x43
X31 X32 X33 ’

Xa1 X42 X43

ahol X31, X32, X33, X41, X42, X43 tetszc’SIeges valés szamok.
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Tegyiik fel, hogy az AX = B matrixegyenlet megoldhaté

(A c Rmxn’ B e RmXZ).

0. ‘ X1 Xn ‘ b1 bg
e | an ain | bu bie
€m amil dmn bml me
w. Xjii1 Xj, b1 bg
- 7 7 7
Xiv | Fijos it jn b1 il
. ! / / /
Xis | Fgjesa Ajin bj.1 bi,
€ii1 0 0 0 0
e, 0 0 0 0
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Megjegyzések.

o Az x; valtozé az X megoldasmatrix x;; valtozoit , jelképezi”.

o A valtozok értékét ugy hatarozhatjuk meg, mint az egyenletrendszer
megoldasa esetén. Tehat a példaban az x3 és x4 ,szabad valtozék”
lesznek, igy X minden oszlopanak harmadik és negyedik eleme
szabadon vélaszthaté.

@ A konstansok meghatarozasakor a megfelel§ oszlop kontansait a
jobboldali konstansok megfelel§ oszlopa hatarozza meg, példaul a
masodik oszlophoz csak a masodik oszlopot kell figyelembe venni.
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Nincs megoldas

A matrixegyenletnek pontosan akkor nincs megoldasa, ha az elemi
bazistranszformacié soran van ellentmondé sor, ami a kdvetkezd alaka lehet:

‘le Xjk‘bl bg

€; 0 0 1 Cy ’

ahol a c-k koziil legalabb egy nem nulla, VAGY

Iby ... b

A C1 Cy ’

ahol a c-k koziil legalabb egy nem nulla. Azaz a valtozék oszlopai mar
.elfogytak”, de maradt e; soraban nem nulla.
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Pontosan egy megoldas

Ha a matrixegyenlet megoldasa soran a kdvetkezd tablazatot kapjuk:

| by bz b3
x1 || 1 2 2
X3 2 -1 37
X2 1 -1 -1

akkor nincs szabad ismeretlen (és nincs ellentmondé sor), igy pontosan egy
megoldas van. A megoldas leolvasasakor tigyeljiink, hogy a sorokat
megfelelé sorrendben irjuk, azaz ebben az esetben:

1 2 2
X=11 -1 -1
2 -1 3
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Elsallhat-e a kovetkez6 tablazat egy matrixegyenlet megoldasa soran?

| by b2 bs
x1|| 2 2 -1
x 2 0 3
es|| 0 0 O

Igen, ha az A matrix (3 x 2), a B pedig (3 x 3) méretdi, akkor az AX = B
matrixegyenletnél az X matrix, ha létezik, (2 x 3) tipusa.

Hany megoldas van?

Az e3 soraban minden elem nulla, igy nincs ellentmondé sor. Mivel nincs
szabad ismeretlen, pontosan egy megoldas van:

2 2 -1
X_(z 0 3)'
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=G
Az XA = B alaka egyenletek megoldasardl

:
XA=B <= A'X"=B'T

Azaz,
@ el6szor oldjuk meg az ATY = BT matrixegyenletet,
@ ha Y megoldasa, akkor az eredeti egyenlet megoldasa X = Y7 lesz.
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Példa.
Oldjuk meg az

a1 ) (9762
X - =7 7 6 0
2 111 8 4 6 4
4 3 3 1
matrixegyenletet (X € R3*4).
Transzponaljuk az egyenletet:
1 1 2 4 9 7 8
0 2 13| ,_[774
1 1 1 3 |6 6 6
1 -1 11 2 0 4
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0. |yr y2 y3 ya|bi by b3
e | 1* 1 2 4 9 7 8
e | 0 2 1 3 7 7 4
a1 1 1 3|6 6 6
gl 1 -1 1 1 2 0 4
1.|y2 y3 ya|bi by bs

vil 1 2 419 7 8

e 1* 3 7 7 4

€3 0 -1 -1|-3 -1 -2
&g | —2 -1 -3|-7 -7 —4
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2. | y2 ya|bi by bs 3. |ya| b1 by b

yi| -3 -2|-5 -7 0 y1 | 1 1 2 3

vs| 2 3|7 7 4 ys3| 113 1 2

e3 | 2% 2 4 6 2 y2 | 1 2 3 1

€4 0 0 0 0 0 €4 0 0 0 0
Megjegyzés.

@ Nem sikeriilt minden ,,e"-t "y"-ra cserélni, de a megmaradt ,,e"-k

soraban minden elem 0, tehat nincs ellentmondé sor. Ekkor a
megoldas a korabbi médon olvashato le.
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2. ‘ Y2 Vi ‘ b; by bs 3. ‘ ys | b1 by bs
yi| -3 -2|-5 -7 0 y1 | 1 1 2 3
y3 2 3 7 7 4 y3 | 1 3 1 2
ez | 2% 2 4 6 2 y2 | 1 2 3 1
N 0 0 0 0 0 e | O 0 0 0
A transzponalt matrixegyenlet megoldas a kdvetkezé:
yi1 = 1 — yaa, y21 = 2 — yaa, y31 = 3 — yau,
y12 = 2 — yao, y22 =3 — ya, y32 =1 — ya,
y13 = 3 — a3, y23 = 1 — ya3, y33 = 2 — ya3,

ahol y4; (j = 1,2, 3) teszélegesen valaszthatd, azaz

1—yan1 2—yar 3—ys3

2—ya1 3—yar 1—ys3

3—ya1 1—ys 2—ys3
ya1 ya2 ya3

Yy —
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Az
a1 97 6 2
X - =7 7 6 0
2111 8 4 6 4
4 3 3 1

matrixegyenletet megoldasa pedig

. l—ysr 2—ynn 3—ys ym
X=Y"=|2-ya2 3—yax 1—yao ya2|,
3—ya3 1—ys3 2—ya3 ys3

ahol y4; (j = 1,2, 3) teszleges valds szamok.
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Matrix inverze

Matrix inverze
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Matrix inverze

Definicié (Méatrix inverze).

Legyen A négyzetes matrix, A € R™". Azt mondjuk, hogy a B € R"™*"
matrix inverze A-nak, ha

AB = BA=E,.

Nem minden négyzetes matrixnak van inverze. Ha az A matrixnak
inverze a B matrix, akkor

1= |E,| = |AB| = |A| - |B]
kovetkeztében |A| # 0.

Ha az A matrix determinansa nem nulla, akkor a matrixot nemelfajulénak
nevezziik.

Ha az A matrixnak létezik inverze, azt mondjuk, hogy az A invertalhaté. )
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Matrix inverze

Tétel.

Az A négyzetes matrixnak pontosan akkor létezik inverze, ha determinansa
nem O.

Ha egy matrixnak létezik inverze, akkor az egyértelmii. Jeldlés: A~1
az A matrix inverze (ha az létezik).

Tétel.

Ha az A € R"*" négyzetes matrixnak létezik inverze, akkor

T
A1l ... Ain

_ 1 o :
I DA I
A .. Am

A—l

ahol Aj; az A matrix aj; eleméhez tartozé adjungalt aldeterminansa.
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Matrix inverze

. Ekkor |A| = —40 # 0 kdvetkeztében A

Példa.
11 13 17
Legyen A= (19 23 29
31 37 41
invertalhaté:
n 23
37
1 13
71 —_— _
AT = —40 37
n 13
23
—130
= %0 -1 120
N —10

29
41
17
41
17
29

96
~76
—4

19
31
11
31
11
19

—14
4
6

29
41
17
41
17
29

19
31
11
31
11
19

23N\ "
37
13
37
13
23
12 7
w24
L |
10 20
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Matrix inverze

Inverz szamitasa

Ha az A (n x n)-es matrix invertalhaté, akkor A=1 az AX = E,
matrixegyenlet (egyetlen) megoldasa.

Azaz a matrixegyenletre tanult mddszer segitségével kiszamithaté a matrix
inverze.

Az A (n x n)-es matrix pontosan akkor nem invertalhatd, ha ellentmondé
sort kapunk az AX = E,, matrixegyenlet megoldasa soran.

Az AX = E, egy specialis matrixegyenlet, igy a korabbi elemi
bazistranszformaciés lépések kis médositasaval egyszeriibben is meg lehet
oldani (Id. kovetekezs diak).

(5. eléadas) Matrixegyenlet, Matrix inverze 2019. marcius 6. 25 /39



Matrix inverze

Inverz szamitasa elemi bazistranszformaciéval

O A matrix elemeit tablazatba foglaljuk, a sorokat az e, e, ..., az
oszlopokat pedig a v1, v2, ... szimbélumokkal cimkézziik.
@ Generaléelemet valasztunk (a;; # 0), majd elemi bazistranszformaciét
hajtunk végre:
o most nem hagyunk el oszlopot (Id. Uj szabalyok!),
o az ajj elem sor- és oszlopcimkéi felcserélédnek,
e mindig e-t cseréliink v-re.
© Addig ismételjitk a 2. lépést, amig alkalmas generalé elemet tudunk
valasztani.

Q Ha az,e"-k és a, v'-k helyet cseréltek, akkor a matrixnak van inverze,
a sorokat és az oszlopokat a cimkék eredeti sorrendjének megfelelen
atrendezve az inverz is lathaté.

@ Ha még azel6tt elakadunk, hogy az e-k és a v-k helyet cseréltek volna,
akkor a matrixnak nincs inverze.
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Uj szabalyok!

A general6 elem oszlopat nem hagytuk el, az 4j tablazatba a kdvetkezs
elem keriilnek ebbe az oszlopba:

@ A general6 elem helyébe annak reciproka keriil: af-j =1/ay.

@ A generalé elem oszlopanak tobbi elemét osztjuk a generalé elem
(—1)-szeresével: a,; = ajr i /(—ay) (i" # i).
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Matrix inverze

Példa.
1 2 0 1
L 2 1 2 -1 Lo
Tekintsiik az A = 0 2 1 2 matrixot.
-1 0 2 1
0 Vi Vo vz v l.legs w v3 w
e | 1 2 0 1 vi| 1 2 0 1
e | 2 1 2 -1 ~ & | -2 -3 2 -3
es| 0 2 1 2 es| O 2 1 2
e | -1 0 2 1 es | 1 2 2 2
2. €1 Vo €3 Va 3. ‘ €1 %) €3 €4
vi| 1 2 0 1 Vi 3/2 1 -1 1/2
e | -2 -7 -2 -7 ~ e |-11/2 0 5 -=7/2
vs | O 2 1 2 V3 1 0 -1 1
el 1 -2 -2 -2* v | —1/2 1 1 -1/2

Elakadtunk, igy az A matrixnak nincs inverze.
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Matrix inverze

Példa.
2 1 0 0
L 1 210 Lo
Tekintsiik az A = 01 2 1 matrixot.
0 01 2
0. ‘ Vi Vo V3 W 1.l vy e v w
et 2 1* 0 1 Vo | 2 1 0 O
e| 1 2 1 0 ~ e | -3 =2 1* 0
es| 0 1 2 1 es| —2 -1 2 1
ee| 0 0 1 2 es| O 0 1 2
2. ‘ %1 €1 € Vg 3. ‘ %1 €1 € €3
Vo 2 1 0 0 Vo 2 1 0 0
3| -3 -2 1 0 ~ w3 =3 =2 1 0
es | 4 3 -2 1* Va 4 3 -2 1
e | 3 2 -1 2 e | =5 -4 3 =2
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Matrix inverze

3. ‘ Vi e e e 4. ‘ e e & €3

Vs 2 1 0 0 vo| 2/5 -=-3/5 —6/5 —4/5
vz | -3 -2 1 0 ~ w3 |—-3/5 2/5 —4/5 6/5
Vs 4 3 -2 1 vq | 4/5 -1/5 2/5 -3/5
e | -5 -4 3 =2 vy | —-1/5 4/5 —=3/5 2/5

Minden ,,e"-t ki tudtunk cserélni , v'-re, ezért A-nak van inverze, a cimkék
sorrendjét visszaallitva azt kapjuk, hogy

2 -3 2 -1 4 -3 2 -1
-3 6 _4 2 1 -3 6 —4 2
A"l — 5 5 5 5 —
2 -4 & 3 |75 2 -4 6 -3
5 5 5 5
e -1 2 -3 4
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CoN e ) T
Azonossagok

Tétel (Az invertalas azonossagai).

Legyen A és B tetszéleges (n x n)-es invertalhaté matrix, ekkor
Q0 (A=A
0 (AB)!=B1a"1

Definicié (Négyzetes méatrix negativ kitevés hatvany).

Ha A invertalhaté matrix, akkor az inverz létezését felhasznalva
definialhatok A negativ kitev6s hatvanyai:

A= (A =al. a1 A1 (keN).
k db
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Azonossagok

Definicid.

Az A (n x n)-es matrix esetén A = E,,.

Tétel (A hatvanyozas azonossagai).

Legyen A tetsz6leges invertalhaté matrix, és m, k € Z, ekkor
o Am+k — AmAk,
Q@ (A™)k = Amk,
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1. moédszer (merészeknek /szamitégépeknek)

Tétel.

Ha az A € R"*" négyzetes matrixnak létezik inverze, akkor

T
A o An

*W : I )
Ant -.. Am

A—l

ahol Aj; az A matrix a;; eleméhez tartozé adjungaltja.
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Return of the Matrix Inverse
2. médszer (batraknak)

Tétel.

Legyen A € R™" négyzetes matrix és

ail e dln 1 0 0

ani e don 0 1 0
(AlEn) =

anl s ann 0 O .. 1

e Ha (A|E,) ~ (E,|B), akkor A invertalhaté és B = A~1L.
e Ha (A|E,) # (En|%), akkor A nem invertalhato.
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Return of the Matrix Inverse
2. médszer (batraknak)

1 2
A=12 3
3 1
1 2 3 1 0 O
(AlEs)=| 2 3 1 |0 1 0
3 1 —-15|/0 0 1
Sorokon végzett elemi atalakitasok 1 0 0| 46 -33 7
e 0 1 0|-33 24 -5
0 0 1 7 -5 1
46 -33 7
Al=|(-33 24 -5
7 -5 1
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Return of the Matrix Inverse
2. médszer (batraknak)

1 2 3
A=12 3 1
3 1 -16
1 2 3 1 0 O
(AlE3) = 2 3 1 0 1 0
31 —-16(0 0 1
Sorokon végzett elemi atalakitasok 1 2 311 0 0
0 0 07 -5 1

Az A matrix nem invertalhato6 (vo.: |A| = 0).
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3. modszer
Tétel.
Legyen A € R™" négyzetes matrix. Ha az EBT pontosan n lépés utan ér
véget:
0. ai dp n. €1 €, ‘
/ /
ér | a1 ... aip A | Ty o g,
~ . . )
/ /
€n dnl ann aj, ainjn e injin

akkor az A matrix invertalhaté, inverze (af-j),,xn. Kilénben nem
invertalhaté.
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lgaz vagy Hamis?
lgaz vagy Hamis?

o Ha egy matrixegyenlet megoldasa soran egy xo ‘ 00 ‘ 0 -2 0
sort kapunk, akkor a matrixegyenletnek nincs megoldasa.

Hamis, akkor lenne ellentmodo6 sor, ha e; szerepelne az elején.

@ Vannak olyan A és B (n x n)-es invertalhaté matrixok, amelyekre
(AB)k # AKBK valamely k € Z-re. ’

lgaz, mivel a matrixszorzas nem kommutativ, és invertalhaté matrixok is
talalhatok, amelyekre AB # BA, pl: A= (12), B=(3§), k = 2 esetén,
ABAB # AABB.
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Matrixegyenlet, Matrix inverze ESSENVEIEEAIEE

Feleletvalasztas

A négy valasz koziil pontosan egy helyes.

Tetsz6leges A € R™*" invertalhaté matrix esetén melyik allitas NEM igaz?
(a) 1A £0.

(b) AB is invertalhaté tetszéleges B € R"*" esetén.

(c) Az AX = B barmely B € R™" esetén megoldhaté.

(d) Az AT nemelfajuls.
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Matrixegyenlet, Matrix inverze ESSENVEIEEAIEE

Feleletvalasztas

A négy valasz koziil pontosan egy helyes.

Tetsz6leges A € R™*" invertalhaté matrix esetén melyik allitas NEM igaz?
(a) 1A £0.

(b) AB is invertalhaté tetszéleges B € R"*" esetén.

(c) Az AX = B barmely B € R™" esetén megoldhaté.

(d) Az AT nemelfajuls.

A (b) allitas. Mivel |AB| = |A||B
invertalhatd.

, igy ha |B| = 0, akkor AB nem
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