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Eldadss
Tudnivalok (1.)

e Honlap: http://www.math.u-szeged.hu/ katai

o Jegyzet:

o Az el6adason készitett jegyzet.
o Megyesi LaszI6: Linearis algebra.
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http://www.math.u-szeged.hu/~katai

Eloadss
Tudnivalok (11.)

@ Vizsga: irasban (100 perc), feltétele a Linearis algebra gyakorlat
sikeres teljesitése;
& [/H kérdések (20 pont)
¢ szamolés feladatok (50 pont)
QO definiciok, tételkimondasok (10 pont)
& két paraméteres feladat (20 pont)

o Mintavizsgak a félév kdzepe tajan keriilnek fel a honlapra.
o Ponthatarok:

o [0,48) ~~ elégtelen (1)

o [48,64) ~~ elégséges (2)

o [64,78) ~~ kozepes (3)

o [78,90) ~ j6 (4)

e [90,100] ~~ jeles (5)
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Eloadss
Tudnivalok (11.)

A gyakorlat sikeres teljesitése esetén a gyakorlati jegy
vizsgajegykeént is elfogadhato™.

A gyakorlati jegy megszerzése utan nyilatkozniuk kell (a CooSpace

feliiletén) legkésébb 2019. majus 28. éjfélig, hogy élni kivannak-e ezzel a
lehetéséggel.

* Ez a lehet8ség csak a 2016/17-es tanévtdl érvényes, aki korabban teljesitette a gyakorlatot, annak vizsgaznia kell.
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Gyakorlat
Tudnivalsk (111))

@ 100 pontot lehet elérni, ponthatarok ugyanazok, mint a vizsgan.

@ A 100 pont a kdvetkezoképpen all dssze: 10 pont a két ,kis" zarthelyi
dolgozatbdl, 90 pont a két ,nagy” zarthelyi dolgozatbdl.

o A kis" zarthelyi dolgozatok NEM javithatok és NEM poétolhatok. Az
egyik ,nagy” zarthelyi dolgozat javithat6 ,xor" pétolhaté.
@ A ,nagy” zarthelyi dolgozatok id&pontjai:
o 1. ,nagy’ zarthelyi dolgozat: 2019. marcius 22. (péntek,
08:00-09:30, Bolyai épiilet Il. emelet),

e 2. ,nagy’ zarthelyi dolgozat: 2019. majus 10. (péntek, 08:00-09:30,
Bolyai épiilet 1. emelet),

o Potlas/Javitas: 2019. majus 17. (péntek, 08:00-09:30, Bolyai épiilet
[I. emelet).
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1. El8adas

1. El6adas
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Mik is azok a métrixok?
Matrixok

@ (n x m)-es matrix: ,tablazat”, melynek n sora és m oszlopa van.

o KEREK zardjelek kdzott.

@ Elemei R elemei, azaz VALOS szamok.

3 -1 05
2 0 V2
1 -1 1
0 0 0

4x3
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IR SCEERI Mik is azok a matrixok?

e A matrixokat altalaban nagybetiikkel jeldljik (A, B, C,...). Az
A € R>*® matrix egy 5 sorbél és 6 oszlopbél allé valés szamokat
tartalmazé matrix.

@ Maitrix elemei: a B matrix i-edik soranak jedik elemére hasznalhatjuk
a bjj jeldlést, de ugyanezt az elemet (B)jj-vel is szokas jeldIni. Az
elemeket az oszlopokban fentrél lefelé, mig a sorokban balrél jobbra
szamozzuk.

RA>xm (n7m€N) il ... b,'j
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1. El8adas Mik is azok a matrixok?

Példa
Siitdde ,termelési” matrixa
liszt (kg) viz (I) s6 (dkg) energia (kWh)
kenyér (1 kg) 0.8 0.3 3.0 2.4
kifli (8 db) 0.6 0.2 2.0 2.0
zsemle (12 db) 0.8 0.3 2.0 1.9

Siitode ,arfolyam” matrixa

dec. 1. dec. 2. dec. 3.

liszt (Ft/kg) 220 230 235
viz (Ft/l) 20 15 14
s6 (Ft/dkg) 5 4 6
energia (Ft/kWh) 40 41 35

(1. eléadas) Matrixok 2019. februar 6. 9 /35



IR SCEERI Mik is azok a matrixok?

Mennyibe keriilt egy kenyér el6allitdsa december 1-én?

liszt (kg) viz (I) s6 (dkg) energia (kWh)

kenyér 0.8 0.3 3.0 2.4
kifli 0.6 0.2 2.0 2.0
zsemle 0.8 0.3 2.0 1.9
dec. 1. dec. 2. dec. 3.
liszt 220 230 235
viz 20 15 14
s6 5 4 6
energia 40 41 35

Egy kenyér elGallitasa december 1-én
0.8-2204+0.3-204+3.0-5+2.4-40 =293.0

Ft-ba keriilt.
Matrixok 2019. februar 6. 10 / 35



IR SCEERI Mik is azok a matrixok?

. . . . dec. 1. dec. 2. dec. 3.
liszt viz sé6 energia

kenyér /0.8 0.3 30 2.4 i/'ISZZt 22200 21350 21:15
kfi | 06 02 20 20 v 5 s 6
zsemle \ 0.8 0.3 2.0 1.9 energia 40 a1 35

Hasonloképpen szamithatéak ki a kdvetkezd tablazat elemei.

dec. 1. dec. 2. dec. 3.

kenyér / 293.0 298.9 204.2
kifli 226.0 231.0 225.8
zsomle \ 268.0 274.4  270.7
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Markov-lancok
Markov-lancok

A koltézés dinamikaja

Egy nagyon kis (2 telepiilésbél 4ll6) orszag populaciédinamikajat
modellezziik borzaszté egyszeriien: megnézziik, hogy egy évben az A
telepiilésbdl hanyan koltdznek B-be, és viszont (a lakossag minden mas
valtozasatol most eltekintiink). Ha az oszlopokban azt abrazoljuk, hogy a
lakossag hanyad része maradt a varosban, illetve koltézott el, akkor a
kovetkez6 matrixot allithatjuk dssze:

A B

A (08 03
B\02 07)
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IR SCEEEI  Markov-lancok

o Ezen egyszer(i modell szerint a két varos Gsszlakossagszama
valtozatlan. Ez matematikailag is igazolhat6?

e Ugy tiinik, hogy hosszii tavon A egyre gyarapodik, B pedig fogy,
egészen addig, amig egy egyensulyi allapot beall. Igaz-e ez minden
esetben?

@ Ha van egyensulyi allapot, akkor vajon egyértelmii-e?

@ Ha van egyensulyi allapot, és egyértelmii, akkor meg tudjuk-e
hatékony médon hatarozni?
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IR SCEEEI  Markov-lancok

A fenti kérdések megvalaszolasara tobbféle matematikai eszkoz all a
rendelkezéstinkre:

e matrixmiiveletek, gyors hatvanyozas,
o vektorterek, alterek, dimenzié fogalma,

@ matrix sajatértéke, sajataltere.
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IR SCEEEI  Markov-lancok

A koltozés dinamikaja
Ha A lakosainak szama 10000 és B lakosainak szama pedig 50 000, akkor

mennyi lesz a lakosok szdma egy év mulva az egyes varosokban?
Vilagos, hogy A és B lakosainak szdma

A: 0.8-10000 + 0.3 -50000 = 23000,
B: 0.2-10000 4 0.7 - 50000 = 37000

lesz egy év milva.

A fenti szamolasok nagyon hasonlitanak a siitddés példaban szereplékhdz.
Mindkét példa mégott ugyanaz a matematikai jelenség, a

Mmatrixszorzas

all.
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1. El8adas Matrixszorzas

Matrixszorzas

Definicié: matrixok szorzasa

Ha A (n x m)-es, B pedig (m x k)-s matrix, akkor létezik a szorzatuk,
A- B, amely (n x k)-s matrix. Mas esetben a szorzat nem létezik.

Definicié: a szorzata elemei

Ha létezik az A - B szorzatmatrix, akkor az i-edik soranak j-edik elemét a
kovetkezoképpen kapjuk: &sszeszorozzuk A i-edik soranak elemeit B j-edik
oszlopanak megfelels elemeivel majd az igy kapott szamokat dsszeadjuk.
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Matrixszorzss
Példa

I
/l\l
~N &
(G2 &;]
~_

0O 1 2 Ci11 C12
1 23) % =1,
2 3 21 22

C11:O'1+1‘0+2'(—2):—4,
c2=0-24+1-(-1)+2-3=5,
C21:(—1)'1+2'0+3'(—2):—7,
C22:(—1)'2+2-(—1)—|—3'3:5.

ahol
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1. El8adas Matrixszorzas

Matrixszorzas

L2 e L1
HaA=11 3 9O 27 | é B= , akkor AB és BA is
1 -2 4
1 5 25 125 1 -3 9

létezik.
Az AB matrix 2-dik soranak 3-adik eleme
1 1

124 8\ (; 1 15 -33 04
13 9 27|, , ,|=|4% -101
1525 125/ \] 3 g 156 —429 1234

1-14+3-1+9-4427-9=286.
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1. El8adas Matrixszorzas

Matrixszorzas definicidja

Legyen A (n x m)-es, B pedig (m X k)-s matrix:

di1 a1 ... dim

: b11 by;
' b1 bo;
A=|an ap aim | » B={ .
bmi - bmj
dpnl dn2 ... dnm
Ekkor az A - B matrix (n x k)-s, i-edik soranak j-edik eleme:
(A-B)j=ai1bij+aiobyj+ -+ ajmbm, = Z ajt * byj.

b1k
by
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1. El8adas Matrixszorzas

MATRIXOK SZORZASA NEM KOMMUTATIV!!! )
1. példa
A - B létezik, de B - A nem létezik.
-1 0
1 _1).<1 1) _ (<2 -1),
de
10 (1 —1) NEM LETEZIK
1 1 '
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1. El8adas Matrixszorzas

MATRIXOK SZORZASA NEM KOMMUTATIV!!!

2. példa

A- B és B- Ais létezik, de kilonboz8 méretiiek.

(3) 1 a=(53)

de
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1. El8adas Matrixszorzas

MATRIXOK SZORZASA NEM KOMMUTATIV!!! ]
3. példa
A- B és B- Ais létezik, egyforma méretiiek, de mégsem egyenlsk.
I -1\ (-1 2\ _(-21
2 1 1 1) \-15)’
de
-1 2\ (1 -1\ _ (3 3
1 1 2 1) \3 0/
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IR SCEERI Matrixok Ssszeadasa

Osszeadas

Definicié: matrixok dsszegének létezése

Ha az A és B matrixok (n x m)-es matrixok, akkor 6sszeadhatok. Az
Osszegiik is (n x m)-es matrix lesz, azaz csak azonos méretii matrixok
adhatok Ossze.

Definicié: matrixok dsszege

Az &sszegmatrix i-edik soranak j-edik eleme A i-edik sora j-edik elemének
és B i-edik sora j-edik elemének az Gsszege, azaz a matrixokat elemenként
adunk Ossze.

(A+B),'J' = a,~j+b,~j.
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Mitrixok sszeadssa
.
Példa

1 2 -1 Ci11 Ci12 3 -3

3 4 1]1+(0 1 =l o ],=|3 5],

2 1 2 4 Cc31 (32 4 5

ahol
ar =142, a2 =(-2)+(-1),
01 =340, c=4+1,
@1=2+2, cpp=1+4.
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NN SCEECI  Matrixok szorzasa skalarral

Matrix szorzasa skalarral

Skalar = valés szam

Létezés
Mindig létezik.

Definicié: matrix szorzasa skalarral

Az A matrixot gy szorzzuk a A skalarral, hogy A minden elemét
megszorozzuk A-val.

()\A),’j = )\a,-j.
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Métrixok szorzésa skalérral
.
Példa
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1. El8adas Matrix transzponaltja

Matrix transzponaltja

Matrix transzponaltja mindig létezik: (n x m)-es matrix transzponaltja
(m x n)-es.

Definicié: matrix transzponaltja

Az eredeti matrix sorait beirjuk az oszlopokba.

;
L -12 1 1 -1 2
1 0 0

11 1| =|to 13
5 3 4 2 0 1 4
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IR SCEERI  Miiveleti tulajdonsagok

Miiveleti tulajdonsagok

e (A+B)+ C=A+(B+C);

o A+ B=B+A;

e (A-B)-C=A-(B-C);

e A-(B+C)=A-B+A-Cées(B+C)-A=B-A+C-A
o (AT = A;

o (A-B)T=BT.AT.

Valahanyszor az adott egyenl6ség egyik oldala értelmezett, mindannyiszor a
masik oldal is, és ekkor a kapott két matrix megegyezik.

Jelolés

Legyen A € R"™*" ekkor Ak =A-A-.. A
——
k db
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IR SCELERIN  Szimmetrikus matrixok

Specialis matrixok

Definicié: szimmetrikus matrix.
Az A matrix szimmetrikus, ha megegyezik a transzponaltjaval, azaz
AT = A

Példa: Megjegyzés:
Természetesen minden szimmetrikus
1 -1 2 matrix négyzetes, azaz (n x n)-es. Az
-1 0 —4. A = (ajj)nxn Négyzetes matrix féatlojat
2 —4 =3 az ai1, ..., ann elemek alkotjak.
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IR SCEECI  Triangularis matrixok

Definicié: triangularis matrix.
Egy (n x n)-es matrixot triangularisnak neveziink, ha a f6atlgja alatt (vagy
felett) minden elem 0.
Példa:
3141
° 059 2 (fels triangularis matrix)
005 3 g '
0 0 05
3 000
° 1500 (alsé triangularis matrix)
4950 & '
1 2 35
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IR SCEERI Diagonalis matrixok

Definicié: diagonalis matrix.
Az (n x n)-es A matrixot diagonalisnak neveziink, ha a féatlojan kiviili
elemek mind 0-ak (a f6atlojaban tetszéleges elemek lehetnek).

Példa:
10 0 O
00 0 O
0 0 -2 0
00 0 4
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IR SCELERIN Egységmatrixok

Definicié: egységmatrix.

Az (n X n)-es egységmatrix az a diagonalis matrix, amelynek féatléjaban
minden elem 1. Jele: E,.

Példa:

Lo 100
E = (1), E2_<0 1), Es=10 1 0
00 1

Az egységmatrix a matrixszorzasra nézve gy viselkedik, mint az 1 valés
szam a valds szamok szorzasara nézve: barmely A € R matrix esetén

E,-A=A-E,=A
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1. El8adas [EPAIETIEIINGIN

Definicié: zérématrix.
Az (n x n)-es zérématrix az a matrix, amelynek minden eleme 0.
Jele: Z, vagy 0.

Példa:

0 0 0 00
z - (0), 22:<O O), z—{0 0 o
0 0O

A zérématrix a szorzasra nézve Ggy viselkedik, mint a 0 val6s szam a valds
szamok szorzasara nézve: barmely A € R"*" matrix esetén

Zn-A=A-Z,= 2,
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lgaz vagy Hamis?
lgaz vagy Hamis?

@ Nem léteznek olyan A és B matrixok, amelyekre AB = BA. ]

Hamis, pl: A= E, és B tetszbleges (n x n)-es matrixokra teljesiil.

o Barmely A és B azonos méretii négyzetes matrixok esetén

(A+ B)? = A> + 2AB + B2

Hamis, (A+ B)? = A%2 + BA+ AB + B? és a matrixszorzas nem
kommutativ.

(1. eléadas) Matrixok 2019. februar 6. 34 /35



IR SCELERIN Feleletvalasztas

Feleletvalasztas

A négy allitas kozil pontosan egy igaz.

Ha Ac R™™ B c Rk gs

(a) m =k, akkor (A-B)T = AT . BT.

(b) n=m= k=1, akkor A- B=B-A.
(c) n=m, k=1, akkor A+ B létezik.

(d) n=m, k =1, akkor A3 és B3 is létezik.
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IR SCELERIN Feleletvalasztas

Feleletvalasztas

A négy allitas kozil pontosan egy igaz.

Ha Ac R™™ B c Rk gs

(a) m =k, akkor (A-B)T = AT . BT.

(b) n=m= k=1, akkor A- B=B-A.
(c) n=m, k=1, akkor A+ B létezik.

(d) n=m, k =1, akkor A3 és B3 is létezik.

A (d) allitas az igaz.
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