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Kvadratikus alakok

valtozék / hatarozatlanok:
S e i

2017X12X3X2' S 4x1x§’X3xj}X5 + 26X7X5 X7
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Kvadratikus alakok

A polinom foka: max(7,10,15) = 15.
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Kvadratikus alakok

Homogén masodfoku (3-hatarozatlanu) polinom

2x2 + 3x5 + 5x5
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Kvadratikus alakok

Definicié (Kvadratikus alakok).

A homogén masodfoki tobbvaltozés polinomok altal definialt
polinomfiiggvényeket kvadratikus alakoknak nevezziik.

Példa.

@ Kvadratikus alakok:

2 . L2
xi, q@:R—=R, g(x1) = xi,
2 2 . o3 2 2
7X1 7)(3, q: R — R, q(X15X23X3) = 7X1 7X37

2, .2 . 3 2.2
xp+x3 = 3xaxs, q:R7 2R, qlx, x,x3) = x1 + x5 — 3x1x,
. ™3 _
x1xo + xox3, q: R° = R q(x1, x2, X3) = X1X2 + X2X3.

@ Az alabbi polinomok nem definialnak kvadratikus alakokat:

xf‘, _X12 — X3, X12 + x22 + 2x1XX3 + 3x1X3.
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Kvadratikus alakok

Példa.

Tekintsiik az x? + x2 — 3x1x3 homogén masodfoki 3-valtozés polinomot. A
hozza tartozé kvadratikus alak:

q: R® — 3, q(x1,x2,x3) = X12 + X22 — 3x1x3.

Pl.: ha v =(1,2,3), akkor q(v) =12 +22-3.1-3 = —4.

(n-valtozés) Kvadratikus alak R"-beli vektorokhoz valés szamokat rendel. ]
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Kvadratikus alakok

A homogén masodfoki n-valtozés polinomok altalanos alakja:

a11x? 4+ 2aoxxe  + 2a13xx3  +

+ 3272X22 + 23273X2X3 +
+ 33,3X§ +

azaz

ZaJ JX + Z 2a;j jXjX-

1< j<k<n

+
+
+

Zal,nxlx,,
2ap nXxoXp
233,,,X3X,,

2
an,nX
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Kvadratikus alakok

A homogén masodfoki n-valtozés polinomok altalanos alakja:

a11x? 4+ 2a0xxe  +  2a13x1x3  +
+ a0X3 +  2a23x0x3  +

+  azd +

azaz

Za“x + Z 23 XXk

1< j<k<n

+
+
+

2a1,nX1Xn
282’nX2Xn
2a3 nX3Xp

2
an nXp
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Definicié (Kvadratikus alak méatrixa).

n .y 2 R ; 3

A Zj:1 aj,jx; + Zl§j<k§n 2aj i xjx) polinomhoz tartozé
qg: R" =R, g(x1,...,%xy) = E aj, JX + E 2a; Xj X

1< j<k<n

kvadratikus alak matrixa az Aq = (a;,j)nxn € R™" szimmetrikus matrix,
ahol akj = aj k (1§j<k§n)

Példa.
Legyen g = X12 + 2x22 — 3x32 + 3x1x0 + 5xox3. Ekkor g matrixa:

1 3/2 0
Ag=13/2 2 5/)2
0 5/2 -3

Kvadratikus alak matrixa mindig szimmetrikus négyzetes matrix. )
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Kvadratikus alakok

Tétel.

(a) Legyen g: R" — R (n-valtozés) kvadratikus alak, melynek matrixa
Aq € R Ekkor tetszéleges v € R" vektorra

gv)=vT-Ag-v

teljesiil.

(b) Tetszéleges A € R™" szimmetrikus matrixra a

ga: R" >R, vi» v - A- v leképezés kvadratikus alak, melynek
matrixa A.

(c) Ha az A és B (n x n)-es szimmetrikus matrixok kiilonboz6éek, akkor
qa # qB.
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Kvadratikus alakok

Példa.

Legyen g = 5x2 — 4x1xp + 4x1x3 — 2x3 + 6xox3 — 4x3. Ekkor g métrixa

5 -2 2
Ag=|-—2 —2 3
2 3 —4
és
x1
q=(x1,x2,x3) - Ag- | x
X3

Ha v = (3,1,4), akkor

q(v) =(3,1,4) - Aq-(3, 1,4)T = (19,2, —4) - (3, 1’4)T — 43
S———
(19,2,—4)
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Kvadratikus alakok

Definicié (Majdnem kanonikus alak).

Ag:R" R, g(xi,...,xp) = Zj:l aj7j><j2 + D 1< jek<n 23], kX Xk
kvadratikus alak majdnem kanonikus alaki, ha
aj,k:0(1§j<k§n).

Tétel.
A g kvadratikus alak pontosan akkor majdnem kanonikus alakd, ha matrixa
diagonalis.

Példa.

Az

—2x2, 23 +3x3, 3G —x3+4x3, x5 —x3

kvadratikus alakok majdnem kanonikus alakaak.
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Kvadratikus alakok

Definicié (Szimmetrizalt elemi atalakitésok).

Az A szimmetrikus négyzetes matrix szimmetrizalt elemi atalakitasai az
alabbiak:

© az A matrix i-edik és j-edik soranak cseréje, majd az A matrix i-edik
és j-edik oszlopanak cseréje,

@ az A matrix i-edik sorat szorozzuk egy ¢ # 0 val6és szammal, majd az
A matrix j-edik oszlopanak szorzasa a ¢ szammal,

© az A matrix i-edik soranak c-szeresét hozzaadjuk a j-edik sorahoz,
majd az A matrix i-edik oszlopanak c-szeresét hozzaadjuk a j-edik
oszlopahoz (c € R).

Tétel.

Tetsz6leges A szimmetrikus négyzetes matrix szimmetrizalt elemi
atalakitasokkal diagonalis alakra hozhat6 tgy, hogy a diagonalis matrix
féatlojaban —1-esek, 1-esek és 0-ak vannak.
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Kvadratikus alakok

Példa.
1 2 3
Legyen A= [2 3 5. Ekkor
3 5 2
1 0 3 1 0 0
0 -1 -1 = 0 -1 -1
+( 2><[1] 3 _—1 2 [B]+(=3)x[1] 0 -1 -7
1 0 0 1 0 0
0 -1 0 <~ (o -1 o],
-‘r( ]- ><[2] 0 0 -6 1/\/6[3] 0 0 -1

azaz A% 0 —1 O
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Kvadratikus alakok
Tétel.

Legyenek A, B € R"™*" szimmetrikus matrixok. Ha A = B, akkor ga és gg
értékkészlete megegyezik, valamint ugyanannyi helyen veszik fel értékiil a
0-at.

Ha a D € R™" matrix diagonalis, D = diag(as, ..., ap), ahol
ai,...,an € {—1,0,1}, akkor a kovetkezs esetek lehetségesek:

(1) a1 =---=a, =1, ekkor
G =X + oo+,
q(v) > 0 és g(v) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha v = 0;
(2) a1 =---=a,=—1, ekkor

2 2
D = —X{ — " T X

q(v) <0 és g(v) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha v = 0;

(10. eldadas) Kvadratikus alakok 2019. majus 8. 15 / 29



Kvadratikus alakok

(3) aa=---=ap=1,ap41=---=a,=0(0< p < n), ekkor
S SR

q(v) > 0 és g(v) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha

v=1(0,...,0,%,...,%), ahol az elsé p komponens 0;
(4) ai=-=am=-1, amp1 =---=a, =0 (0 < m < n), ekkor
A 3

q(v) <0 és g(v) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha
v=1(0,...,0,%,...,%), ahol az els6 m komponens 0;

(5) aa==a=1 apr1==aptm=—1, Gpimy1 =" =an=
0 (0 < p,m < n), ekkor

_ 2 2 2 2
Gp =Xyt Xy = Xpi1 — 0~ Xpim

és q értékkészlete R.
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Kvadratikus alakok

Példa.

3
Legyen A, = 5| egy g kvadratikus alak matrixa.
2

W N =
cw N

1 0 O
A korabbi szamolas alapjan A, = D= [0 -1 0

0 0 -1
Az el6z6 jeldléseket hasznalva p =1, m = 2 és qp értékkészlete R, tehat
az (5) esethez tartozik.
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Kvadratikus alakok

Definicié (Kvadratikus alakok osztalyozasa).
Legyen g: R" — R kvadratikus alak. Ekkor
@ g pozitiv definit, ha g(v) > 0 (v € R") és g(v) = 0 pontosan akkor
teljesiil, ha v = 0;
@ g negativ definit, ha g(v) <0 (v € R") és g(v) = 0 pontosan akkor
teljesiil, ha v = 0;
@ g pozitiv szemidefinit, ha g(v) > 0 (v € R"), és van olyan v # 0,
amelyre g(v) = 0;
Q g negativ szemidefinit, ha g(v) <0 (v € R"), és van olyan v # 0,
amelyre q(v) =0;
@ g indefinit, ha g értékkészlete R.
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Kvadratikus alakok

Tétel (Sylvester Tehetetlenségi Tétele).

Legyen g: R™ — R kvadratikus alak. Ekkor teljesiilnek az alabbiak.

(a) g matrixa szimmetrizalt elemi atalakitasokkal diagonalis alakra
hozhat6, s6t olyan D € {—1,0,1}"*" diagonalis matrix is van,
amelyre A, = D teljesiil.

(b) Ha D1, Dy € {—1,0,1}"*" olyan diagonalis matrixok, amelyekre
Dy % Aq = D» teljesiil akkor a Dy és D, matrixok féatléjaban lévs
(—1)-esek, 1-esek és 0-ak szama megegyezik.
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Kvadratikus alakok

Definicié (Kanonikus alak).
Legyen g: R™ — R kvadratikus alak. Ekkor
1 0
1
-1
SZ.
Aq ~ D =
-1
O 0
0
Adp =y +...¥5— Y31 — — Yprm kvadratikus alakot g kanonikus
alakjanak nevezziik.
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Kvadratikus alakok

Példa.

Legyen g = x2 + 2x1x2 — 2x1x3 + 5x5 + 2><32 + 2x0x3. Ekkor g matrixa

1 1 -1 100
A= 1 5 1 |%[o 10
-11 2 000

lgy g kanonikus alakja y? + y2, azaz q pozitiv szemidefinit.
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Kvadratikus alakok

Tétel (Osztalyozas kanonikus alakban).
Legyen g: R™ — R kvadratikus alak, melynek kanonikus alakja:
y12+...+y3_y3+1_..._y3+m.

@ Ha p = n, akkor g pozitiv definit.

@ Ha p < nés m=0, akkor g pozitiv szemidefinit.

© Ha m = n, akkor g negativ definit.

@ Ha m < nés p=0, akkor g negativ szemidefinit.

@ Ha p,m > 0, akkor g indefinit.

Tétel (Kanonikus és majdnem kanonikus).

Legyen g: R™ — R kvadratikus alak, melynek majdnem kanonikus alakja:
31}/12 + -+ + a,y>. Ekkor g kanonikus alakja

Vi 4 Y = Yhe1— — Yprm ahol p=[{i]a; >0} és
m=1|{i]a <0}|
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Kvadratikus alakok

Példa.
Legyen g az a kvadratikus alak, amelynek matrixa

0 2 3
Ag=[2 0 -2
3 -2 0

Ekkor g = 4x1x0 + 6x1x3 — 4xpx3 és

4 2 1 4 0 1
Ay X |2 0 -2 £ 0 -1 -5/2
[1]+1x[2] 1 -2 0 [2]+(-1/2)x[1] 1 _5/2 0

4 0 0 ) 4 0 0
= 0 -1 -5/2 B 0 -1 0],
[Bl+(-1/4)x[2] 0 _5/2 _1/4 [Bl+(=5/2)x[2] 0 0 6

igy ¢ majdnem kanonikus alakja 4y? — y2 + 6y2, aminek kdvetkeztében g
kanonikus alakja y? + y2 — y2, azaz q indefinit.
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Kvadratikus alakok

Példa.

Legyen g az a kvadratikus alak, amelynek matrixa

0o 2 3
Ag=12 0 =2
3 -2 0

Ekkor

q(0,1,1) = (0,1,1) - A, - (0,1,1) T = (5,-2,-2) - (0,1,1)T = —4,
q(1,1,0) = (1,1,0) - Ag- (1,1,0)7 =(2,2,1) - (1,1,0)" =4,

igy g indefinit.
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Definicié (Féminor).
Legyen A = (a; j)nxn Négyzetes matrix. Ekkor A féminorjainak nevezziik
az

3171 a]_yk 31,1 al,,,
d11  4a1,2
a1 a2

Yty . . . )ty

ERIE

k1 .- dkk anl --- dnn

determinansokat, azaz a matrix ,bal felsé sarok’” aldeterinansait.

Példa.
Az A= (i-j—|i — j|)axa matrix féminorjai:

11 1 1
111
11 14 5 6
=1 4'_3’ 1 ‘5‘ 3_8’ 15 9 11|~ 2%
1 6 11 16

4

(10. eldadas) Kvadratikus alakok 2019. majus 8. 25 /29




Kvadratikus alakok

Tétel (Féminorok és PDKA-k).

A g kvadratikus alak pontosan akkor pozitiv definit, ha A; minden
féminora pozitiv.

Példa.
A q = 160? + 2ux + 12uy + 22uz + x> + 2xy + 2xz + 4y? + 10yz + 922
11 1 1
. e (14 5 6
kvadratikus alak pozitiv definit, mivel matrixa Aq = 15 9 11l
1 6 11 16

melynek minden féminora pozitiv.
(Vé.: g=(x+y+z+u)*+3(y+8/6z45/3u)* +8/3(z + 5/4u)* 4+ 5/2u°))
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Kvadratikus alakok

Tétel (Féminorok és NDKA-k).

A g kvadratikus alak pontosan akkor negativ definit, ha A, féminorjai
valtakozé el6jeliiek és az elsé féminor negativ.

Megjegyzés.

Ha az A matrix k-adik f6minora di, akkor a —A matrix k-adik féminora
(—1)*dy. Ha a g kvadratikus alak pozitiv definit, akkor a —q kvadratikus
alak negativ definit, melynek matrixa —A.

Példa.

A g = —x?—2xy —2y? — 2xz — 4yz — 32° kvadratikus alak negativ definit,
-1 -1 -1

mivel matrixa Ag = | =1 —2 =2 |, melynek féminorai: —1, 1 és —1.
-1 -2 -3

(V6. g=—(x+y+2)*—(y+2)?-2%)
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lgaz vagy Hamis?

o Tetszbleges g kvadratikus alak esetén g(0) = 0. |

lgaz, mivel a kvadratikus alakok homogén masodfoki kifejezések, igy nem
tartalmaznak konstanst, tehat ha minden valtozé helyébe 0-t irunk, akkor a

fliggvény értéke 0.

@ Van olyan kvadratikus alak, amelynek kanonikus alakja kevesebb
valtozét tartalmaz, mint a kvadratikus alak.

lgaz, példaul a g = x? + 2x1x2 + x5 kvadratikus alak kanonikus alakja y?.
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Feleletvalasztas

A négy allitas kéziil pontosan egy igaz.

Legyen A; € R"™" egy q kvadratikus alak matrixa, ekkor ...
(a) Aq # A;—.
(b) Aq foatléjaban nem lehet 0.

(c) ha g kvadratikus alak negativ szemidefinit, akkor a kanonikus
alakjahoz tartoz6é matrix determinansa 0.

(d) ha g(v) > 0 minden v € R"-re teljesiil, akkor van olyan v # 0,
amelyre g(v) = 0.
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Feleletvalasztas

A négy allitas kéziil pontosan egy igaz.

Legyen A; € R"™" egy q kvadratikus alak matrixa, ekkor ...
(a) Aq # A;—.
(b) Aq foatléjaban nem lehet 0.

(c) ha g kvadratikus alak negativ szemidefinit, akkor a kanonikus
alakjahoz tartoz6é matrix determinansa 0.

(d) ha g(v) > 0 minden v € R"-re teljesiil, akkor van olyan v # 0,
amelyre g(v) = 0.

A (c) allitas az igaz.
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