9. Elésadas

Megyesi Laszl6: Linearis algebra, 75. — 84. oldal.

9. eladas Matrix inverze, matrixegyenlet



Gondolkodnivalék — Matrix rangja

1. Gondolkodnivalé

Hatarozzuk meg a p val6s paraméter értékétél fliggéen a kdvetkezs
matrix rangjat:

p 3 -1 2
2 6 -5 5
-1 -3 50
p 3 2 p

Hajtsunk végre elemi bazistranszformaciét a matrix
oszlopvektorrendszerén.
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9. eladas Matrix inverze, matrixegyenlet



Gondolkodnivalék — Matrix rangja

ai an as ai ag

=2 1

as —p -3 -2 as pT 3

e| 2-5p —9° -5 — a| 222 2

es| —1—5p —18 -—-10 e3 | —5+5bp 0
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Most csak olyan general6 elemet tudunk valasztani, ami
tartalmazza a paramétert, de csak abban az esetben valaszthaték
generalé elemnek, ha nemnullak: —5+ 5p # 0 vagy 2 —2p # 0
vagy p— 1 # 0. Ha p # 1, akkor egyik sem nulla, ekkor barmelyiket
valaszthatjuk general6elemnek.
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Tegyiik fel, hogy p # 1, és legyen a generaléelem —5 + 5p, ekkor:

‘ al a4 ‘ as
p=2 1 1

Bl osEs 2 =3
a Pg 9 — d» 9
e3 | —5+5p* 0 ai| O

eq| 2—-2p p-1 er | p—1

Mivel feltettiik, hogy p # 1, igy p — 1 valaszthaté generaléelemnek,
igy minden oszlopvektort be tudtunk vinni a bazisba, tehat a matrix
rangja ebben az esetben 4.

Most legyen p = 1, a tablazatbdl latszik, hogy a rang ekkor 2:
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2. Gondolkodnivalé

Egy 5 ismeretlenes, 6 egyenletbdl all6 linearis egyenletrendszer
bévitett matrixanak determinansa nem 0. Mit tudunk mondani a
megoldasarsl?

A bévitett matrix 6 x 6-0s, és a determinansa nem 0. Mivel a
matrix rangja a legnagyobb nem-0 aldeterminansanak rendjével
egyezik meg, igy ebben az esetben a rang 6.

Mennyi lehet az egyenletrendszer egyiitthatématrixanak a rangja?
Mivel 5 ismeretlen van, ezért a matrixnak 5 oszlopa van, tehat a
rangja nem lehet nagyobb 5-nél.

Tehat az egyenletrendszer egyiitthatomatrixanak a rangja legfeljebb
5, a bovitett matrixanak a rangja pedig 6, igy a Kronecker-Capelli
tétel szerint az egyenletrendszernek nincs megoldasa.

9. eladas Matrix inverze, matrixegyenlet



Gondolkodnivalék — Matrix rangja

3. Gondolkodnivalé

Tekintsiik a kdvetkezé homogén linearis egyenletrendszert.

X1+X3+X5 0
Xo + Xa =0

Adottak a kovetkezé vektorok R3-ben

v=(1,1,1,1,-2), v=(1,0,-2,0,1), w = (0,—1,0,1,0),
x=(1,-2,-2,2,1), y =(1,0,—1,0,0). Déntsiik el, hogy az
alabbi vektorrendszerek bazist alkotnak-e a fenti egyenletrendszer
megoldasainak alterében?

(a) u,v,w;
(b) v,w,x;

(c) w,x,y.
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A homogeén linearis egyenletrendszer bévitett matrixa:

1 0101]0

01 010]0
Ez lepcsés alaka matrix, tehat a homogén linearis egyenletrendszer
rangja r = 2. Mivel az ismeretlenek szama n =5, igy a

megoldastere n — r = 3 dimenziés. Ez alapjan mindharom
vektorrendszer elemszama megfelelé.

(a) u,v,w; J

El6szor ellenérizziik le, hogy a vektorok megoldasai-e az
egyenletrendszernek. Az u = (1,1,1,1, —2) vektor esetén
1+1-2 =0
1+1 # 0
Mivel u nem megoldas, ezért nem eleme a megoldastérnek, igy a
bazisanak sem. Tehat az u, v, w nem bazis.
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(b) v,w,x; J

El6szor ellenérizziik le, hogy a vektorok megoldasai-e az
egyenletrendszernek. Helyettesitsiik rendre a v = (1,0, —2,0, 1),
w = (0,-1,0,1,0) és x = (1,—2,—2,2,1) vektorokat.

1-241 = 0 04040 = 0 1-2+1 = 0
04+0 = 0, ~14+1 = 0, 242 = 0.

Tehat mindharom vektor eleme a megoldastérnek. A harom vektor
akkor alkot bazist a harom dimenziés megoldastérben, ha linearisan
fliggetlen.
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1 0 -2 01 1 0 -2 01
~f0 -1 0 10]~({0 -1 010
0 -2 0 20 0 0 0 0O

Tehat a vektorrendszer rangja 2, igy linearisan fiiggs, nem bazis.

(C) W, X, Y: J

Korabban mar lattuk, hogy a w = (0,—1,0,1,0) és
x =(1,—2,—2,2,1) vektorok megoldasai a homogén linearis
egyenletrendszernek, az y = (1,0, —1,0,0) vektor esetén

1-140 = 0
0+0 = 0,

igy ez is eleme a megoldastérnek. A vektorok linearis fliggetlenségét
kell mar csak vizsgalni.
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0 -1 0 10 1 -2 -2 21

1 -2 -2 21 ) ~1 0 -1 0 1 0|~

1 0 -1 00 1 0 -1 00

1 -2 -2 2 1 1 -2 -2 2 1
~({0 -1 0 1 0 ~(0 -1 0 1 O

0 2 1 -2 -1 0 0 1 0 -1

Tehat a vektorrendszer rangja 3, igy linearisan fiiggetlen. Tehat a
w, x, y vektorrendszer bazis lesz a megoldastérben.
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Matrix inverze

M

Definicié

Legyen A n x n-es matrix. Az A matrix inverze az A~! n x n-es
matrix, ha AA™! = A=A = E, ahol E az n x n-es egységmatrix.

Létezés

| A

Nem minden n x n-es matrixnak létezik inverze. Legyen A olyan
n X n-es matrix, amelynek determinansa 0. Ekkor a determinansok
szorzastételét felhasznalva barmely B n x n-es matrix esetén a
kovetkezé teljesiil:

|AB| = |A| - |B|] = 0.

Tehat az AB nem lehet az egységmatrix, barhogy is valasztjuk a
B-t, igy A-nak nincs inverze.
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Inverz |étezése, kiszamitasa

Legyen

a1 ... din
A=

dnl ... @ann

n x n-es matrix. Ekkor A-nak pontosan akkor létezik inverze, ha
determinansa nem 0. Ha A determinansa nem 0, akkor az inverze:

T
A1l ... Ain

_ 1 o :
An ... Am

A—l

ahol Ajj az i. sor j. eleméhez tartozé adjungalt aldeterminanst jeldli.
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Az inverz gyakorlati kiszamitasa

Az el6z6 tételben megadott modszer az inverz kiszamitasara
nagyon hosszadalmas: egy n X n-es matrix inverzéhez ki kellene
szamolni n®> db n — 1 x n — 1-es determinanst. Ehelyett elemi
bazistranszformaciéval fogjuk szamolni a matrix inverzét.

Inverzmatrix kiszamitasa elemi bazistranszformaciéval

@ A matrixot beirjuk egy tablazatba, majd elemi
bazistranszformaciékat hajtunk végre, amig csak tudunk
general6 elemet valasztani.

@ Ha sikeriilt az 6sszes oszlopvektort bevinni a bazisba, akkor a
matrixnak létezik az inverze, azaz invertalhaté.

@ A matrix inverzét megkapjuk, ha sor- és oszlopcserékkel az
indexeket rendezziik.

FONTOS: most nem szabad elhagyni a bazisbdl kikeriilé vektor
oszlopat!!!
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Inverzmatrix kiszamitasa

Dontsiik el, hogy invertalhaté-e az alabbi matrix, ha igen, adjuk
meg az inverzét:

1 -1 -1
1 2 1
2 -1 -1

Beirjuk egy tablazatba a matrixot, majd elemi
bazistranszformaciékat hajtunk végre:

‘vl w3 ‘Vl V2

e i a e
e|1 -1 -1 @2 I" 1 w2 1 1
|1 2 1% vs | 1 1 v3| -3 —2 -1
|2 -1 -1 a3 1 1 es| 1 -1 0
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%1 €1 €2 es3 €1 €2

vl 2 1 1 L, -2 3 1
vz | -3 =2 -1 vs| 3 =5 -1
es| 1* -1 0 il 1 -1 0

Vagyis minden vektort sikeriilt bevinni a bazisba, igy a matrixnak
van inverze.

Az inverz az utolsé tablazatbdl olvashaté le, ha sor- és
oszlopcserékkel rendeztiik a tablazatot:

s & e s & e e e e
w[-2 3 1 _w|[l -1 0 _ w[-1 0 1
vs| 3 -5 -1 vwl-2 3 1 w3 1 =2
Vi 1 -1 0 V3 3 -5 -1 V3 -5 -1 3
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Tehat a matrix inverze:

-1 0 1
3 1 -2
-5 -1 3
Ellensrzés:
1 -1 -1 -1 0 1 1 00
1 2 1 . 3 1 -2 ]=]101P0
2 -1 -1 -5 -1 3 0 0 1

A matrix inverze agy is kiszamolhaté, hogy a tablazatba a matrix
mellé az egységmatrixot is beirjuk, ebben az esetben a generalé
elem oszlopa elhagyhat6, és a végén csak a sorokat kell rendezni:

(i v vi|e e e e e e
el -1 -1[1 0 0 _  w[3 1 -2
o1 2 1|0 1 0 vs| -5 -1 3
3|2 -1 —-1/0 0 1 w|-1 0 1
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Azonossagok

Legyen A és B tetszéleges n x n-es invertalhaté matrix, ekkor
Q (A 1l=A
Q@ (AB)'=B"1Aa"1

Bizonyitds: A masodikat bizonyitjuk. Az AB-nek inverze a
B~1A~1, mivel a szorzatuk az egységmatrix:
(AB) - (BIA ) =A- (BB ) - Al=A-E-Al=AAT=E.

Negativ kitevés hatvany

Ha A invertalhaté matrix, akkor az inverz |étezését felhasznalva
definialhaték A negativ kitevds hatvanyai:

Ak = (ATh)k,

A hatvanyozas korabban megadott azonossagai negativ kitevék
esetén is érvényesek maradnak.
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Matrixegyenlet

Legyen A n x m-es, B pedig n x k-as matrix. Talalhat6-e olyan X
matrix, amelyre AX = B?

Az X matrixnak m x k-asnak kell lennie ahhoz, hogy az egyenl8ség
teljesiilhessen. Val6jaban a fenti kérdés k db olyan linearis
egyenletrendszer megoldasara vezet, melyeknek egyiitthaté matrixa
éppen A, mig a konstansoszlopok rendre éppen B oszlopai. Az ilyen
tipusi egyenletrendszerek egyszerre is megoldhaték, mégpedig ugy,
hogy most az elemi bazistranszformacié soran a konstansoszlop
helyett a B matrix szerepel.
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Matrixegyenlet megoldasa

Oldjuk meg az

1 -1 2 -110
<1 0 1>'X_<1 21)

matrixegyenletet.

Beirjuk a matrixokat egy tablazatba, balra az A-t, jobbra pedig B-t,
majd elemi bazistranszformacidkat hajtunk végre:

X1 x x3| b by b | x3 | b1 by b3
el1 -1 2|-1 1 0 —---—= x| 1|1 2 1
el1 0 1,1 2 1 x|—1]12 1 1
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Fontos megjegyezni, hogy most az x valtozék az X megoldasmatrix
OSZLOPAIBAN helyezkednek el, és az értékiiket agy hatarozhatjuk
meg, mint az egyenletrendszer megoldasa esetén. Tehat ebben az
esetben az x3 szabad valtozé lesz, igy minden oszlop harmadik
eleme szabadon megvalaszthaté, a tobbi érték pedig, mint az
egyenletrendszereknél, kifejezhets. Példaul az masodik oszlop
esetén a jobboldali konstansok koziil csak a masodik oszlopot kell
figyelembe venni:

x3 | ba
X1 1 2 5
x| =11

vagyis X masodik oszlopanak harmadik eleme szabadon valaszthaté
(b € R), az els6 eleme 2 — b, masodik eleme pedig 1 + b lesz.
Hasonloképpen megadhato X tobbi oszlopa is. Az altalanos
megoldas:
l1-a 2—-b 1-c
X=|2+a 1+b 1+c¢ a,b,c e R.
a b c
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Ellenérzés:

l1—-a 2—-b 1—-c¢
(1 -1 2)- 24+a 14+b 1+c _<_1 L 0).
1 0 1

a b c

Megjegyzés

Ahogy a matrixinverz szamitasnal mar megjegyeztiik, az inverz agy
is szamithat6, hogy az E egységmatrixot az A mellé irjuk. Ez annak
felel meg, mintha az AX = E matrix egyenletet oldanank meg,
ekkor ha megoldhato, akkor az X éppen A inverzét adja.
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XA = B tipust matrixegyenlet

Hogyan oldanank meg XA = B tipusi matrixegyenleteket?

A korabban latott elemi bazistranszformaciés megoldas csak az
AX = B alaki matrixegyenleteknél miikddik. Transzponalas
segitségével visszavezethets egy XA = B tipusi matrixegyenlet egy
AX = B tipusara:

(XA)T =BT = ATXT =BT,
Azonban fontos megjegyezni, hogy ekkor az elemi

bazitranszformaciéval kapott matrixot transzponlalni kell, ahhoz
hogy megkapjuk X-et.
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Oldjuk meg az
-3 -3
(29[
4 9

matrixegyenletet.

El6szdr transzponaljuk:

2 -1\ ,r (-3 -1 4
<0 3>X _<—3 0 9)'

Irjuk be a transzponalassal kapott matrixokat a tablazatba.

[x1 x [ b by b3 B
2 1|3 -1 4 — x| 2| 3 1 -4 -
0 3 1-3 0 9 e | 6] —-12 -3 21

9. el8adas Matrix inverze, matrixegyenlet



| b1 by b
1 0 3
2 -} %

— X2
X1

Nem kaptunk ellentmondast, és nem maradt szabad ismeretlen, igy
pontosan egy megoldas van. Mivel x; és x» forditott sorrendben
szerepel a tablazatban, agy kapjuk meg X "-at, ha megcseréljiik a

tablazat sorait:
T -2 -3 3
X0 = -1 0 3 )°
Az X T matrixot transzponalva megkapjuk X-et:
-2 -1
X=1 -3 0
7
5 3

A megoldasunk helyességét célszerii ellendrizni az eredeti
matrixegyenletbe visszahelyettesitve.
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1. Gondolkodnivalé

Hatarozzuk meg az

matrix inverzét.

Valamint igazoljuk altalanosan, hogy invertalhaté triangularis

matrixok inverze is triangularis.

-2 3
-1 1
0 1
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2. Gondolkodnivalé

Oldjuk meg az alabbi matrixegyenletet a p val6s paraméter
értékétsl figgden

(5 7)-GA)
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