8. Elsadas

Megyesi Laszl6: Linearis algebra, 51. — 56., 70. — 74. oldal.
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Gondolkodnivalok — Elemi bazistranszformacié

1. Gondolkodnivalé

Most ne vegyiik figyelembe, hogy az elemi bazistranszformacié
soran ez nem szabalyos, és hajtsunk végre két elemi
bazistranszformaciét egymas utan ugyanazon a helyen lévé general6
elemmel. Igazoljuk altalanosan, hogy igy a tablazat nem valtozik.

Példa:
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Gondolkodnivalok — Elemi bazistranszformacié

@ A general6 elem soraban [évé elemeket el6szor osztjuk a
generalé elemmel, majd a general6 elem reciprokaval, igy nem
valtoznak.

@ A generalé elem oszlopaban lévs elemeket elébb a generalé
elem —1-szeresével osztjuk, majd a general6 elem reciprokanak
—1-szeresével, igy ezek sem valtoznak.

@ Azon elemeknél, melyekre a téglalap-szabalyt alkalmaztuk, az

elem értéke csak a general6 elemtdl, illetve a téglalap két masik
csucsatol fiigg, igy elég erre a 2 x 2-re vizsgalni. Legyen a # 0:

\ Vi w \ er Vo \ Vi v
E3
e1|la* b —> w»y % g — e | a b.
e| ¢ d e | —% "’d%;bc e| ¢ d
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Gondolkodnivalok — Elemi bazistranszformacié

Nézziik meg hogyan valtozik a d helyén lévé elem:

ad—bc_—

a

c b

c.b ad_bc b
312:a C+7C:d
3 a a

Az eredmény nem meglepd: ha kicseréljiik egy bazis egy vektorat
valami masikra, majd a masikat visszacseréljiik az eredetire, akkor

visszakapjuk az eredeti bazist, igy minden vektor koordinatasora az
eredeti marad.

8. el8adas

Matrix rangja, Homogén linearis egyenletrendszer



Gondolkodnivalok — Elemi bazistranszformacié

2. Gondolkodnivalé

El6fordulhat-e elemi bazistranszformacié soran, hogy bizonyos
elemek nem valtoznak? Ha igen, akkor mely elemekkel fordulhat
els, és milyen esetekben?

Az elemek elhelyezkedése szerint a kdvetkezd esetek lehetnek:

o A generald elemet (jeldlje a) lecseréljiik a reciprokara, igy

pontosan akkor nem valtozik, ha a = 1, azaz ha a = 1, vagy

>
a=—1

@ A generalé elem soranak egy elemét elosztjuk a generalé
elemmel, ez pontosan akkor egyezik meg az eredeti elemmel,

ha a generalé elem 1, vagy az adott elem 0.

@ A general6 elem oszlopanak egy elemét elosztjuk a generald
elem —1-szeresével, ez pontosan akkor egyezik meg az eredeti
elemmel, ha a generélé elem —1, vagy az adott elem 0.
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Gondolkodnivalok — Elemi bazistranszformacié

e Ha az elem (jeldlje d) nincs a general6 elem soraban vagy
oszlopaban, akkor a téglalap-szabaly adja meg az 0j elem
értékét:

;b
a

ahol a # 0 a general6 elem, b és ¢ pedig a téglalap masik két
csticsa. Abban az esetben teljesiil, hogy

d=d— =,
a

ha b=0, vagy c = 0.
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Gondolkodnivalok — Elemi bazistranszformacié

e Ha az elem (jeldlje d) nincs a general6 elem soraban vagy
oszlopaban, akkor a téglalap-szabaly adja meg az 0j elem
értékét:

bc

d_iv
a

ahol a # 0 a general6 elem, b és ¢ pedig a téglalap masik két
csticsa. Abban az esetben teljesiil, hogy

d=d—-—,
a
ha b=0, vagy c = 0.

Ha a b vagy a c elem 0, mivel a general6 elem soraban vagy az
oszlopaban talalhatok, (az el6z6 két eset alapjan) O is marad.
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Gondolkodnivalok — Elemi bazistranszformacié

Osszefoglalas

A kovetkez8 esetben nem valtozik az elem,

@ ha a generalé elem 1, vagy —1, akkor nem valtozik a general6
elem helyére irt elem,

@ ha a generalé elem 1, akkor a soraban lévé tébbi elem
valtozatlan,

© ha a generalé elem —1, akkor az oszlopaban lévé tobbi elem
valtozatlan,

@ ha a general6 elem soraban van 0, akkor a 0 elem teljes
oszlopa valtozatlan,

© ha a general6 elem oszlopaban van 0, akkor a 0 elem teljes
sora valtozatlan marad.
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Gondolkodnivalok — Elemi bazistranszformacié

3. Gondolkodnivalé

Dontsiik el, hogy igazak-e a kdvetkezé allitasok.

@ Ha a v vektor koordinata sora (2,5, —1) a vq, vo, v3 bazisban,
akkor a v beviheté a bazisba barmely bazisvektor helyére.

@ Barmely nem-0 vektor bevihetd a bazisba, azaz kicserélhets
valamely elemével.

© Elemi bazistranszformacional a tablazat barmely nem-0 eleme
valaszthaté general6 elemnek.

© lIgaz, hiszen egyik koordinata sem 0, igy barmelyik lehet
generalé elem.

@ lgaz, hiszen ha a vektor nem a 0 vektor, akkor van olyan
koordinataja, amely nem 0, igy ennek a koordinatanak
megfelels bazisvektor helyére bevihetd.

© Nem igaz, a nem-0 elemnek e-vel jeldlt sorban, és v-vel jeldlt
oszlopban kell szerepelnie.
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Matrix rangja

Definicié

| A

A matrix sorrangjanak nevezziik a matrix sorvektorrendszerének
rangjat.

| \

Definicié
Oszlopvektorrendszerének rangjat a matrix oszloprangjanak
nevezziik.

Vagyis a sorrang éppen annak a vektorrendszernek a rangja, amit a
matrix sorai alkotnak, az oszloprang pedig a matrix oszlopai altal
alkotott vektorrendszer rangja.
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Matrix rangja

Definicio

Matrix rangjanak nevezziik a legnagyobb nem-0 aldeterminansanak
a méretét. (Azaz a matrix rangja k, ha kivalaszthaté belsle k
oszlop és k sor gy, hogy az altaluk meghatarozott k x k-as
aldeterminans nem 0, ugyanakkor k + 1 oszlop, illetve sor mar nem
valaszthaté ki igy.)

Az A matrix rangjat jeldlje: r(A).

FONTOS!!! J

Ha a matrix rangja k, akkor az dsszes k + 1, VAGY ANNAL \
NAGYOBB méretii aldeterminansa 0.
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e .

Hatarozzuk meg az

|
= =
O N =
Gl =N
N O =

matrix sorrangjat, oszloprangjat és rangjat.

A fenti matrix sorrangjahoz meg kell hatarozni az
(1,-1,2,1),(-1,2,1,0),(1,0,5,2)

vektorrendszer rangjat:
1 -1 21 1 -1 21 1 -1 21
-1 210]|~(0 131]|~10 131
1 05 2 0 131 0O 00O

Tehat a sorrang 2.
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Az oszloprangot az
(1,-1,1),(-1,2,0),(2,1,5),(1,0,2)

vektorrendszer rangja adja:

O = N =
N O O
O O O =
= W=
= W= =
O O O
O O = =
O O = =

1
-1
2
1

Tehat az oszloprang is 2.
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A rangnal azt kell vizsgélni, hogy mekkora a legnagyobb nem-0
aldeterminans, ami a matrixbdl kivalaszthaté. 2 x 2-es determinans
kivalaszthat6, példaul az elsé két sor, illetve elsé két oszlop altal
meghatarozott:

1 -1 21
-1 2 1 0
1 0 5 2
A kivalasztott determinans:
1 -1
’ o '_1750,

Kivalaszthaté-e 3 x 3-as determinans, ami nem 07 Egyszer(
kombinatorika feladat: 6sszesen 4 db 3 x 3-as determinans
valaszthat6 ki a fenti matrixbol. Ezeket kiszamolva azt kapjuk,
hogy mindegyiknek 0 az értéke. Tehat a matrix rangja is 2.
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Rangszamtétel

A rang kiszamitasa az el6z6 médon rendkiviil nehéz lenne: példaul
egy 7 rangi 9 x 10-es matrix esetén 405 db 8 x 8-as determinansrol
kellene megmutatni, hogy mindegyiknek 0 az értéke.

A kovetkezé tétel segitségével azonban a rang kdnnyebben
szamithato.

Rangszamtétel

Barmely matrix sorrangja és oszloprangja megegyezik a rangjaval.

Mivel a sorrang vagy az oszloprang szamitasa nagyon egyszer(i (akar
Gauss-eliminaciéval, akar elemi bazistranszformaciéval), a fenti
tétel segitségével konnyen kiszamithatjuk barmely matrix rangjat.
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Hatarozzuk meg a

1 -1 210
2 -1 3 21
3 -2 5 31
1 -1 211

matrix rangjat. Adjunk meg a matrixban maximalis méreti nem-0
aldeterminanst.

A sorvektorrendszere:

(1,-1,2,1,0),(2,—1,3,2,1), (3, -2,5,3,1),(1,-1,2, 1, 1).
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A sorvektorrendszer rangjat elészér Gauss-eliminaciéval
szamoljuk. Erdemes a Gauss-eliminaciét gy végrehajtani, hogy a
sorokat megjeloljiik, mert a lépcsés alakban maradé sorok, illetve a
sorok els6 nem-0 elemei meghatéarozzak az eredeti matrix megfelelé
méret nem-0 aldeterminansat.

a/1 -1 210 a/1 -1 2 1 0
bl2 -1 3 2 1 blo 1 -1 0 1
cl3 =25 31| 7 clo 1 -1 0 1]|"
d\1 -1 2 1 1 d\o 0 0 0 1
a/1 -1 2 10
~blO 1 -1 0 1
d\o 0 0 0 1

Tehat az eredeti matrix 1., 2. és 4. sora, illetve 1., 2., illetve 5.
oszlopa altal alkotott aldeterminans egy maximalis méreti 0-tdl
kiildnbdzs értékii aldeterminans lesz.
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1 -1 210
2 -1 3 21
3 -2 5 31
1 -1 211

A matrix 1., 2. és 4. sora, illetve 1., 2., illetve 5. oszlopa altal
alkotott aldeterminans:

1 -1 0
2 -1 1|=1#0.
1 -1 1

Persze nemcsak egy megfelels aldeterminans van, hanem tdbb is.
Ha a Gauss-eliminacio soran az 1. Iépés utan megcseréltiik volna a
2. és a 3. sort, akkor az 1., 3. és 4. sora, illetve 1., 2., illetve 5.
oszlopa altal meghatarozott aldeterminanst kaptuk volna.
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A rangszamitas megoldhat6 elemi bazistranszformaciéval is.
Ebben az esetben kdzvetleniil a matrix oszloprangjat hatarozzuk

meg:

‘Vl Vo V3 V4 VW5 Vi Vo V3 Vs
ee|1 -1 2 1 0 ee/0 0 0 -1
el2 -1 3 2 1 =+ |0 1" -1 -1 —
es|3 -2 5 3 1 es| 0 1 -1 =2
|1 -1 2 1* 1 va| 1 -1 2 1

Vi V3 V5 Vi V3
€1 0 0 -1 €1 0 0
Vo O -1 -1 — %) 0 -1
es| 0 0 17 vs| 0 O
V4 1 1 0 V4 1 1

Harom vektort sikeriilt bevinni a bazisba, ezért a matrix
oszloprangja, és igy a rangja is 3.
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Az eredménybdl itt is megkaphatunk egy megfelelé aldeterminanst:
a sorindexeket a bazisbdl kikeriilt valtozék adjak (ez, 3, €1), az
oszlopindexeket pedig a bazisba bekeriiltek (v, va, vs).

1 -1 210
2 -1 3 2 1
3 2531
1 -1 211
-1 21

—2 3 1|=1#0
~1 11
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Linearis egyenletrendszer megoldhatésaga

Kronecker-Capelli tétel

Egy linearis egyenletrendszernek pontosan akkor van megoldasa, ha
matrixanak rangja megegyezik a bévitett matrixanak a rangjaval.

Indoklas: A tétel allitasa kdnnyen lathat6 akar Gauss-eliminaciét,
akar elemi baztistranszformaciét hasznalunk az egyenletrendszer
megoldasara.

(1) Ha Gauss-eliminaciéval oldunk meg egy egyenletrendszert,
akkor a lépcs6s alakban a nem nulla sorok szama megadja a
bévitett matrix rangjat. Ha konstans oszlopatdl eltekintiink, és csak
az egyenletrendszer matrixanak rangjat vizsgaljuk, ez abban az
esetben lesz kisebb a b&vitett matix rangjanal, ha a lépcsss alak
tartalmaz (0...0|c), ¢ # O-t, azaz ellentmondé sor szerepel, tehat
az egyenletrendszer nem oldhat6 meg. Ha nem szerepel
ellentmondé sor, akkor az egyenletrendszer matrixanak rangja
megegyezik a bévitett matrix rangjaval.
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Linearis egyenletrendszer megoldhatésaga

(2) Elemi bazistranszformaciéval:

‘X3 X4‘b
X1
X2 . . .
es! 0 0fc

ahol ¢ # 0. Ekkor a valtozékat mar nem tudom bevinni a bazisba,
de a b-t be tudnam. Azaz a bévitett matrix rangja nagyobb
ellentmondé sor esetén, mint az egyenletrendszer matrixanak
rangja. Ha nincs ellentmondé sor, akkor a két rang megegyezik.

Megjegyzés

Az egyenletrendszer matrixanak rangja (r(A)) nem lehet nagyobb,
mint a bévitett matrixanak rangja (r(A|b)), hiszen eggyel kevesebb
oszlopot tartalmaz. Tehat altalaban teljesiil az r(A) < r(A|b)
Osszefliggés, és pontosan akkor oldhaté meg az egyenletrendszer,
ha r(A) = r(A|b).
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Homogén linearis egyenletrendszer ]

Definicié

Egy linearis egyenletrendszert homogénnek neveziink, ha benne
minden jobboldali konstans 0.

Peélda

| \

x1—x2+vV2x3 = 0
2x1+x—03x3 = 0

Ha egy homogén linearis egyenletrendszernek n valtozét tartalmaz,
akkor megoldasai (mint R"-beli vektorok) alteret alkotnak R"-ben.

Definicié

Homogeén linearis egyenletrendszer megoldasainak alterét az
egyenletrendszer megoldasterének nevezziik. A megoldastér egy
bazisat az egyenletrendszer fundamentalis rendszerének (vagy
alaprendszerének) nevezziik.

8. el8adas Matrix rangja, Homogén lineéris egyenletrendszer



Fundamentalis rendszer megadasa

Ha egy n valtozés homogén linearis egyenletrendszer matrixanak a
rangja r, akkor a megoldastere n — r dimenzids.

Fundamentalis rendszer megadasa

@ Megoldjuk az egyenletrendszert, vagyis meghatarozzuk a
kotott, illetve a szabad valtozékat (ha r db kotétt valtozé van,
akkor n — r db szabad).

@ Minden szabad valtozéhoz megadunk egy vektort, mégpedig
azt a megoldasvektort, amely gy keletkezik, hogy az adott
szabad valtozét 1-nek valasztjuk, a tébbit pedig 0-nak.

Megjegyzés

Mivel a fundamentalis rendszer egy bazis, ezért nem egyértelmi a
megadasa, csak az elemszama (n — r). Azaz végtelen sok
fundamentalis rendszer |étezik.
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Fundamentalis rendszer megadasa

Adjuk meg az alabbi homogén linearis egyenletrendszer egy
fundamentalis rendszerét:

X1—X+2x3+x4—2x5 = 0

2x1 —Xp —x3+2x4+3x5 = 0

3x1 — 2xo +X3+3X4—|—X5 = 0

X1*3X3 +X4+5X5 =0
El6szor megoldjuk elemi bazistranszformaciéval:
‘ X1 X2 X3 X4 Xy ‘

e/l -1 2 1 —2/0 B
|2 -1 -1 2 3|0 —--+-—= xx]/-3 1 5]0
es|3 -2 1 3 1110 x| -5 0 710
e/ 1 0 -3 1 510
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‘X3 X4 X5‘

-3 1 5[0

X1

X2—5070

Az egyenletrendszer matrixanak rangja 2 (= kotott ismeretlenek
szama). Az altalanos megoldas:

X1 = 3X3 — X4 — 5X5
Xo = bx3—Txs

Mivel 3 szabad ismeretlen van (n—r =5 — 2 = 3), a fundamentalis
rendszer 3 vektorbdl all:

x3=1x=0, =0 = (3,51,0,0),
x3=0,x=1 x5=0 = (—1,0,0,1,0)
1

x3=0,x=0, x5=1 = (-5,-7,0,0,1).
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Gondolkodnivalék — Matrix rangja

1. Gondolkodnivalé

Hatarozzuk meg a p valés paraméter értékétél fiiggéen a kovetkezs
matrix rangjat:

p 3 -1 2
2 6 -5 5
-1 -3 -5 0
p 3 2 p
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Gondolkodnivalék — Matrix rangja

2. Gondolkodnivalé

Egy 5 ismeretlenes, 6 egyenletbdl all6 linearis egyenletrendszer
bévitett matrixanak determinansa nem 0. Mit tudunk mondani a
megoldasarsl?
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Gondolkodnivalék — Matrix rangja

3. Gondolkodnivalé

Tekintsiik a kdvetkezé homogén linearis egyenletrendszert.

X1+X3+X5 0
Xo + Xa =0

Adottak a kovetkezé vektorok R3-ben

v=(1,1,1,1,-2), v=(1,0,-2,0,1), w = (0,—1,0,1,0),
x=(1,-2,-2,2,1), y =(1,0,—1,0,0). Déntsiik el, hogy az
alabbi vektorrendszerek bazist alkotnak-e a fenti egyenletrendszer
megoldasainak alterében?

(a) u,v,w;
(b) v,w,x;

(c) w,x,y.
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