7. Eldadas

Megyesi Laszl6: Linearis algebra, 57. — 61. oldal.

7. eldadas Elemi bazistranszformacié



Gondolkodnivalék — Bazis, dimenzié

1. Gondolkodnivalé

Legyenek a v vektor koordinatai a vy, ..., v, bazisban:

(1, ag, ..., ap). lgazoljuk, hogy ekkor a v, va, ..., v,
vektorrendszer is bazis, és adjuk meg benne a v; vektor
koordinatait.

Igazoljuk, hogy a v, v, ..., v, vektorrendszer bazis.

Mivel a vektorrendszer n elemdi, igy elég azt igazolni, hogy
linearisan fliggetlen, ezt indirekt aton bizonyitjuk.

Tegyiik fel, hogy nem linearisan fiiggetlen, ez csak agy lehet, hogy

v eléall a tobbi linearis kombinacidjaként, hiszen va, ..., v, egy
bazis része, igy linearisan fiiggetlen. Ha v vektor elgall a va, ..., v,
linearis kombinaciéjakeént, akkor a vy, ..., v, bazisban a vi-re

vonatkozé koordinataja 0. A koordinatak megadasa viszont
egyértelmii egy bazisban, és a feltétel szerint v vektor koordinatai a
Vi,...,Vp bazisban: (1,ay,...,ap), igy ellentmondasra jutottunk.
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Gondolkodnivalék — Bazis, dimenzié

Megadjuk a vy vektor koordinatait v, vs, ..., v, bazisban.
Azt tudjuk, hogy a v vektor koordinatai a vq, ..., v, bazisban:
(1, az, ..., ap), igy:

V=VI+oaavo+...+ Qv
Ebbél vi-et kifejezhet;jiik:
VI=V—QaVo—...— QpVy.

Azaz a vq vektor koordinatait v, vo, ..., v, bazisban:
(1, —ag,...,—ap).
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Gondolkodnivalék — Bazis, dimenzié

2. Gondolkodnivalé

Igazoljuk, hogy egy vektortér barmely linearisan fiiggetlen
vektorrendszere kiegészithet6 bazissa.

Bizonyitas: Ha vy, ..., v egy linearisan fiiggetlen vektorrendszer,
akkor a rangja k. Ha nem bazis, akkor ez csak gy fordulhat elé,
hogy nem generatorrendszer, vagyis van olyan v vektor, amely nem
eleme a [v1,..., vx] altérnek. Ekkor azonban a vy, ..., vy, v
vektorrendszer is linearisan fiiggetlen, és a rangja k + 1. Ezt a
|épést ismételgetve a rang folyamatosan novelhets, mig el nem éri a
vektortér dimenzidjat, vagyis a linearisan fiiggetlen vektorrendszer
ki nem egésziil bazissa.
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Gondolkodnivalék — Bazis, dimenzié

3. Gondolkodnivalé

Adjuk meg az x val6s paraméter értékét agy, hogy az

(a) (1,2,-1), (—2,-3,5), (3,4, x) vektorrendszer bazist
alkosson R3-ben.

(b) (1,—4,0,8), (0,—2,3,1), (2,—5, x,4) vektorrendszer NE
alkosson bazist R*-ben. |

El6z6 el6adason lattuk, hogy egy k-elemii vektorrendszer pontosan
akkor alkot bazist R"-ben, ha k = n, és a vektorrendszer rangja is

megegyezik n-nel.

A feladat (b) részében talalhaté vektorrendszer elemszama 3 < 4,
igy tetszéleges x € R esetén a vektorrendszer nem alkot bazist
R*-ben.
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Gondolkodnivalék — Bazis, dimenzié

(a) (1,2,-1), (—2,-3,5), (3,4, x) vektorrendszer bazist
alkosson R3-ben. J

Mivel a vektorrendszer elemszama 3, igy R3-ben akkor fog bazist
alkotni, ha linearisan fliggetlen, azaz a rangja 3. Hatarozzuk meg a
vektorrendszer rangjat, a vektorokat beirjuk egy matrix soraiba,
majd lépcsés alakra hozzuk:

1 2 -1 1 2 -1 1 2 -1
-2 -3 5 ~1 0 1 3 ~1 0 1 3
3 4 X 0 -2 x+3 0 0 x+9

A rang, akkor 3, ha a matrixnak 3 nem-nulla sora van, tehat
x + 9 # 0. Azaz a vektorrendszer akkor bazis, ha x € R\ {—9}.
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Elemi bazistranszformacié |

Definicié

Elemi bazistranszformacionak hivjuk azt, amikor egy bazis
valamelyik vektorat kicseréljiik egy masik vektorra gy, hogy a csere
végrehajtasa utan is bazist kapunk. (Ezt agy is szokas nevezni,
hogy egy vektort bevisziink a bazisba.)

Mi a feltétele annak, hogy a csere végrehajtasa utan kapott
vektorrendszer is bazis legyen?
Legyen a bazis vy, v», v3, valamint v = a1vi + aovs + azvs.
Kérdés, hogy a v, vp, v3 vektorrendszer bazis-e?
Ehhez meg kell hatarozni a v, v», v3 rangjat.

rang(v, vo, v3) = rang(aavi + aava + azvs, vo, v3) = rang(aqvi, va, v3)
hiszen a rang nem valtozik meg, ha egy vektorbél kivonjuk mas
vektorok tobbszordseit.
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rang(v, v2, v3) = rang(aivi + aova + a3vs, v, v3) =

= rang(aqvi, v2, v3),

Ha a3 = 0, akkor a fenti vektorrendszer rangja 2, hiszen az elsé
vektora 0.

. . s 1
Ha a1 # 0, akkor a rangja 3, hiszen ekkor az elsé vektort a—l—gyel
szorozva visszakapjuk a vi, v», v3 vektorrendszert.

Megjegyzés

Ha a vi, v, v3 bazis v; elemét a v vektorra cseréljiik, pontosan
akkor kapunk bazist, ha v vektor vi-re vonatkoz6 koordinataja nem
nulla. (Lasd: 1. Gondolkodnival6 — Bazis, dimenzid.)

A kovetkez6 tétel altalanosan fogalmazza meg az el6z8
megallapitast.
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Bazistranszformacié

Ha vi,..., v, egy bazisa V-nek és v € V, akkor a
Vi,.o oy Vie1,V, Vitl, - .-, Vn

vektorrendszer pontosan akkor bazisa V-nek, ha a v vektor v;-re
vonatkozé koordinataja nem O.

Tegyiik fel, hogy bizonyos vektorok koordinatait ismerjiik a
Vi,...,Vy bazisra vonatkozéan. Meg tudjuk-e hatarozni a
koordinatajukat az 0j bazisra vonatkozdan?
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Legyen az eredeti bazis vy, vo, v3, valamint

v =aivi + aava + azvs, igy a koordinatasora (g, ap, «as), ahol
a1 # 0, az 0j bazis pedig legyen v, v», v3.

Mi lesz a w = B1vq1 + Bavo + B3vs vektor koordinatasora az (]
bazisban?

: 1 o o ‘
Mivel vy = GV v — s, gy

oo a3
w =3 <V - —w - V3> + Bava + B3vs.
ag ap ag

Ezt atrendezve kapjuk:

b, (52 - B:)ZQ) v2 + <53 - 51043> V3.

aq

Tehat w koordinatasora a v, vo, v3 bazisban:

(lBla 62 - 61a27 ﬁ3 - lBla3> .

(5] a1 a1
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Koordinatasor megadasa

Tétel

|

Legyen vi,..., v, egy bazisa V-nek, v koordinatasora pedig legyen
(a1, ..., ap), ahol a; # 0. Legyen tovabba w koordinatasora
(61, --., Bn) avi,...,v, bazisban. Ekkor a

Viyoo oy Vie1, Vy Vitl, .- .5 Vp

vektorrendszer is bazis, és a w vektor koordinatasora ebben a

bazisban:
(Bl Blal ooog @7 coog 5,1_5”0(”)‘

Q;j 0% (&7
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Elemi bazistranszforméacié a gyakorlatban

Legyen e, ..., e, bazis a V vektortérben, vi, ..., v, pedig vektorok
V-ben.
Ekkor a v1,..., vk vektorok koordinatait beirhatjuk egy tablazat

oszlopaiba: a sorokat a bazis elemeivel cimkézziik, az oszlopokat
pedig a v; vektorokkal.

Ha valamelyik v; vektort bevissziik a bazisba (valamelyik e;
bazisvektor helyére), akkor a tablazatban szereplé koordinatak
megvaltoznak, mégpedig az eléz8 tételnek megfelelGen.
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Elemi bazistranszforméacié a gyakorlatban

Ha a megfelel6 tablazat:

Vi,V Vi
e | a1 ... aij aik
: 9y
e | a; as a;
j | @t e 4 'jk
€n | dnl ... ani ank

akkor v; pontosan akkor cserélhets ki ej-vel, ha aj;i # 0.

Ezen aj; szamot generalé elemnek nevezziik, és -gal jeldljiik meg a

tablazatban.
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Elemi bazistranszforméacié a gyakorlatban

Ha a v; vektort bevittiik a bazisba az e; vektor helyébe a kévetkezs
0j tablazatot kapjuk:

%1 ‘e €j ‘e Vi
aj1d1i aij djkdii
'j Li I
e a c. a
1| a11 Py 3 1 a
v a1 1 ajk
! aji aji aji
aj1ani ani Ajk ani
j18ni ni )
€ a e a
n nl aji aji nk aj
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"Téglalapszabaly"

A "téglalapszabaly" segitségével azon elemek szamithaték, amelyek
nincsenek egy sorban, illetve oszlopban a general6 elemmel. Egy
ilyen elem a general6 elemmel egyiitt egy téglalap két szemkozti
cslicsat adja:

€1 b d
e | .
e3 | a* c

= p b .
Ebben az esetben az 4j tablazatban a d helyére d — 2= keriil, vagy

mas formaban: ad%abc.
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A bazistranszformacié lépései

A bazistranszformaciét a kovetkezdképpen hajtjuk végre:

o valasztunk egy general6 elemet: olyan nem 0 szamot, amely
e-vel jelolt sorban, és v-vel jeldlt oszlopban van,

felcseréljiik a general6 elem sor- és oszlopjelét,

a generalo elemet lecseréljiik a reciprokara,

a generald elem soranak tobbi elemét elosztjuk a generald
elemmel,

a general6 elem oszlopanak tobbi elemét elosztjuk a generalé
elem —1-szeresével,

a tobbi elemet a "téglalapszaballyal" szamoljuk,

ezt addig ismételjiik, amig tudunk general6 elemet valasztani.
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Elemi bazistranszformacié

Egy elemi bazistranszformacio:

‘Vl V2 V3 Vi €&
a6 2 -3 a2 -1 -8
e| 4 2¢ 5 vl 2 3 3
3|6 3 4 | —12 -3 -1

Erdemes észrevenni, hogy a generalé elem oszlopanak és soranak
kivételével a tébbi elemmel pont az tértént, mintha kinullaztuk
volna a general6 elemmel az oszlopat.

Bizonyos esetekben az elemi bazistranszformacié soran el lehet (el
kell) hagyni a generalé elem oszlopat.

A kovetkezkben nézziik az elemi bazistranszformacié néhany
alkalmazasat.

7. eldadas Elemi bazistranszformacié



Rangszamitas

Rangszamitaskor a kérdéses vektorrendszert irjuk be a tablazat
oszlopaiba, majd hajtsunk végre annyi elemi bazistranszformaciét,
ahanyat csak tudunk. A bazisba bevitt vektorrendszer épp az
eredeti vektorrendszer egy maximalis linearisan fliggetlen
részrendszere lesz.

Példa
Adjuk meg a

(1,-1,1,0),(=1,0,2,1),(0,—1,3,1),(3,-2,0, —1),(-3,1,3,2)

vektorrendszer egy maximalis linearisan fiiggetlen részrendszerét
elemi bazistranszformacié segitségével.

Beirjuk a vektorokat egy tablazat oszlopaiba, majd generalé
elemeket valasztunk, amig csak tudunk.
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%1 Vo V3 V4 V5 Vi €1 V3 V4 V5
e| 1 -1 0 3 -3 wli-1 -1 0 -3 3
e|-1 0 -1 -2 1 — e|-1 0 -1 -2 1
e3| 1 2 3 0 3 s 3 2 3 6 -3
ea| O 1 1 -1 2 e | 1 1 1 2 -1

Vi €& & V4 Vs
vwl-1 -1 0 -3 3
— e | 0 1 1 0 0
s/ 0 -1 -3 0 O
3| 1 1 1 2 -1
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%1 €1 €4 V4 Vs
wi -1 -1 0 -3 3
e| 0 1 1 0 O
s/ 0 -1 -3 0 O
3| 1 1 1 2 -1

Vegyiik észre, hogy nem tudunk tobb generalé elemet valasztani,
hiszen a széba johets helyeken (v-s oszlop, e-s sor) mar csak 0-k
vannak. Tehat a feladatot megoldottuk, egy maximalis linearisan
fliggetlen részrendszert adnak a bazisba bevitt vektorok:

V2, V3,

tehat a vektorrendszer rangja 2.
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Valéjaban a rangszamitas éppen egy olyan feladat, ahol nincs
sziikség a generald elem oszlopara, igy az elhagyhaté:

‘ Vi Vo V3 Va Vs ‘ Vi V3 V4 V5
el 1 -1 0 3 -3 vwli-1 0 -3 3
e|-1 0 -1 -2 1 — e|-1 -1 -2 1
es| 1 2 3 0 3 s 3 3 6 -3
es| O 1 1 -1 2 e 1 1* 2 -1

Vi Va V5

w|l—-1 -3 3
- e | 0 0 O
es| 0 0 O

V3 1 2 -1
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Eszrevételek

@ A general6 elem tortek nevezgjében szerepel, igy érdemes 1-et,
vagy —1-et valasztani general6 elemnek.

@ Az elemi bazistranszformaci6 és a Gauss-eliminacié majdnem
ugyanaz: ahol az egyik hasznalhaté, ott a masik is, azonban az
elemi bazistranszformacié elénye, hogy itt a generalé elem
szabadon valaszthaté.
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Linearis egyenletrendszer megoldasa

Linearis egyenletrendszert is meg lehet oldani elemi
bazistranszformaciéval:
@ Beirjuk az egyenletrendszer matrixat egy tablazatba, majd
végrehajtjuk a bazistranszformaciot.
o A kotott valtozék a bazisba bevitt valtozék lesznek, mig a
szabad valtozé a tobbi valtozo.
@ Az ellentmondé sor ugyanagy néz ki, mint a Gauss-eliminacioé
esetében.

FONTOS!!! J

Ha linearis egyenletrendszert oldunk meg elemi
bazistranszformaciéval, akkor a general6 elem oszlopat el KELL
hagyni.
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Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszert:

3x1 +4x0 +2x3 — x4 = -3
—4Ax1 +5x —3x3+2x4 + X5 = 4
Tx1 — 6x0 — 4x3 + 3x4 + 3x5 = 2
6x1 +3x0 — 5x3 +4x4 +4x5 = 3

Beirjuk tablazatba:
‘ X1 X2 X3 X4 Xg ‘ b

e1| 3 4 2 -1 01|-3
e|—4 5 -3 2 1|4 —
es| 7 —6 —4 3 3] 2
ep| 6 3 -5 4 41 3
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e 3 4 2 -1 0]-3
e|-4 5 -3 2 1|4 —
es| 7 —6 —4 3 3| 2
e4| 6 3 -5 4 43
X1 X2 X3 X5 ‘ b X1 X2 X5 ‘ b

x| -3 —4 -2 0| 3 x| 1 22 2 |-1
1|1 -2 = x3|2 13 1|-=-2

e3| 16 6 2 3| -7 e3 |12 —-20 1*| -3
4

eq| 18 19 3 -9 e |12 =20 1| -3

x5 | 12 —=20| -3
ea| O 0 0

7. eldadas Elemi bazistranszformacié



X1 X2 ‘ b
x4 | —23 62 | b5
x3|—10 33 | 1
x5 | 12 —-20| -3
es| O 0 0

A megoldas soran nem talalkoztunk ellentmondé sorral, és az
eljaras véget ért (nincs tobb generalé elem), ezért van megoldas.

A kotott valtozék: x3, xa, x5, és a kifejezésiik a szabad valtozékkal:

x3 = 1+ 10x; — 33xy,
xg = 5+4+23x3 —62x,
x5 = —3—12x; + 20x>.

Figyeljiink az el&jelvaltasral A masodik fliggéleges vonala
tablazatban az egyenletek egyenl@ségjelének felel meg, a szabad
valtozokat pedig a konstans oldalara kell vinni.
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Gauss-eliminacié
Vs

elemi bazistranszformacié

A két médszer lényegében ugyanaz, de mindkettének vannak
elényei és hatranyai is.

Az elemi bazistranszformacié elénye, hogy a general6 elem
BARHONNAN valaszthaté, nem sziikséges az els6 |épésben az els6
oszloppal dolgozni.
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Oldjuk meg a kdvetkez6 egyenletrendszert Gauss-eliminaciéval és
elemi bazistranszformaciéval is:

20x7 +35x +3x3 = 8
19x;1 +23x0 +2x3 = 5
8x1 + 11xo + x3 = 2.
29 35 3|8 29 35 3| 8
19 23 2|5 |~ | 0 %% o % ~
5
8 11 12 0 3 35|—2
29 0 %% 29 0 010
2 1 7 2 2
0 25 29 |72 |~ 0 2 02
0 0 —3] 3 00 313
Tehat a megoldas: (0,1, —9).
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Elemi bazistranszformaciéval:

‘Xl X2 X3‘b ‘Xl X2‘b
e 129 35 3|8 ., a 5 2|2 _
e |19 23 2|5 e 3 1*|1
es| 8 11 1*|2 x3| 8 11|2

| & | b H g
€1 — X1
| 311 7 w1

Tehat a megoldas (0,1, —9).
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A Gauss-eliminaciéval elénye viszont az, hogy van lehet&ségiink
1-est el&allitani, ha esetleg nincs az eredeti feladatban.

Oldjuk meg a kdvetkezd linearis egyenletrendszert:

18x1 +9x +23x3 = 50
17x1 + 13x0 + 12x3 = 42
21x3 + 20xp — 10x3 31

7. eldadas Elemi bazistranszformacié



18 9 23|50 1 -4 11| 8
17 13 12 |42 | ~ [ 17 13 12 |42 | ~
21 20 —-1|31 21 20 -1|31

1 -4 11 8
0 81 -—175| —94
0 104 -—-241|—-137

81-9-104-7=1

1 —4 11 8 1 —4 11 8
0 729 —-1575|-846 | ~| 0 1 112 113
0 728 —-1687 | —959 0 728 —1687 | —959
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1 —4 11 8 10 459 460
0 1 112 113 ~1 01 112 113
0 728 —1687 | —959 0 0 —83223| —83223

A megoldas: (1,1,1).

Hazi feladat végigszamolni elemi bazistranszformaciéval.

A VIZSGAN SZAMOLOGEP NEM HASZNALHATO!l! |
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Gondolkodnivalok — Elemi bazistranszformacié

1. Gondolkodnivalé

Most ne vegyiik figyelembe, hogy az elemi bazistranszformacié
soran ez nem szabalyos, és hajtsunk végre két elemi
bazistranszformaciét egymas utan ugyanazon a helyen lévé general6
elemmel. Igazoljuk altalanosan, hogy igy a tablazat nem valtozik.

Példa:
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Gondolkodnivalok — Elemi bazistranszformacié

2. Gondolkodnivalé

El6fordulhat-e elemi bazistranszformacié soran, hogy bizonyos
elemek nem valtoznak? Ha igen, akkor mely elemekkel fordulhat
els, és milyen esetekben?
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Gondolkodnivalok — Elemi bazistranszformacié

3. Gondolkodnivalé

Déntsiik el, hogy igazak-e a kdvetkezé allitasok. (A valaszokat
indokoljuk.)
@ Ha a v vektor koordinata sora (2,5, —1) a vq, v», v3 bazisban,
akkor a v bevihet6 a bazisba barmely bazisvektor helyére.
@ Barmely nem-0 vektor beviheté a bazisba, azaz kicserélhetd
valamely elemével.
@ Elemi bazistranszforméacional a tablazat barmely nem-0 eleme
valaszthaté generalé elemnek.
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