6. El6adas

Megyesi Laszl6: Linearis algebra, 37. — 41. oldal.




Gondolkodnivalék — Linearis fliggetlenség

1. Gondolkodnivalé

Legyen V val6s szamtest feletti vektortér. lgazolja, hogy ha a
Vi, Vo,...,V, € V vektorrendszerben pontosan egy vektor van,

amely elBall a tébbi vektor linearis kombinacidjaként, akkor ez a
vektor a nullvektor.

Legyen v; az az egyetlen vektor, amely el6all a tobbi vektor linearis
kombinacidéjaként.

Vi=oqvi + - Faio1vicr Faprvipr o apvy. (%)
Az allitast indirekt Gton bizonyitjuk:

Tegyiik fel, hogy v; # 0. J

Mivel v; # 0, igy a (x) egyenletben van olyan egyiitthatd, amely
nem 0, legyen ez ;.
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Gondolkodnivalék — Linearis fliggetlenség

A (x) egyenletet atrendezve kapjuk:
QjVi = —1Vv1 — - — Qj—1Vi—1 + Vi — Qj11Vig1 — * — QpVp.
Ezutan leoszthatunk aj-vel, mert o # 0.

aq Qi1 1 Qi1 Qp
Vi=——Vi— = —— Vi1t —Vi— —— Vg1~ — —Vp
Q; Q; Q; Q; Q;

Azaz elGallitottuk v;-t is a tobbi vektor linearis kombinaciéjaként,
de ez ellentmond annak, hogy v; az egyetlen ilyen vektor.

Tehat a feltevésiunk, miszerint a v; nem a nullvektor nem volt
helyes, azaz v; = 0.
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2. Gondolkodnivalé

Legyenek u, v és w lineérisan fiiggetlen vektorok valamely V
vektortérben. Mit mondhatunk az alabbi vektorok linearis
fliggetlenségérsl?

(a) u+v, u—v, u—2v+w;
(b) u+3v+2w, 2u+w, u+v+w.

(@) u+v, u—v, u—2v+w. J

Vizsgaljuk, hogy a vektorok mely linearis kombinaciéja ad
nullvektort.

xi(u+v)+x(u—v)+x3(u—2v+w)=0.
A zaréjeleket felbontva, és atrendezve:
(x1 +x2+x3)u+ (x1 — x2 — 2x3)v + x3w = 0.
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(x1 +x2 +x3)u+ (x1 — x2 — 2x3)v + x3w = 0.

Mivel u, v és w linearisan fiiggetlen, igy csak a trivialis linearis
kombinacidjuk ad nullvektort, tehat:

xi+x+x3 = 0
x1—x—2x3 = 0
X3 = 0.

Az egyenletrendszer bévitett matrixa:

1 1 110 1 1 1|0
1 -1 2|10 |~ 0 =2 -3|0
0 0 10 0o 0 1|0

Az utolsé sorbdl x3 = 0-t kapunk, majd ezt a masodik egyenletbe
helyettesitve x, = 0, majd az elsébe visszahelyettesitve x; = 0
adodik. Tehat csak a trivialis linearis kombinacié ad nullvektort, igy
a vektorrendszer linearisan fliggetlen.
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(b) u+3v+2w, 2u+w, u+v+w. J

Vizsgaljuk, hogy a vektorok mely linearis kombinaciéja ad
nullvektort.

x1(u+3v+2w) +xQ2u+w)+x3(u+v+w)=0.
A zaréjeleket felbontva, és atrendezve:
(x1 4+ 2x2 + x3)u + (3x1 + x3)v + (2x1 + +x2 + x3)w = 0.

Az egyenletrendszer b&vitett matrixa:

1 2 10 1 2 1|0 1 2 1|0
3 010} ~10 -6 2|0 ])]~10 -6 —-2]|0
2 1110 0 -3 -1|0 0 0 0]0

Tehat van szabad ismeretlen, nem csak a trivialis megoldas ad
nullvektrort. A vektorrendszer linearisan fliggé.
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Példaul a vektorok kdvetkezé linearis kombinacidja nullvektort ad:

(u+3v+2w)+ Ru+w)—3(u+v+w)=0.
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3. Gondolkodnivalé

Igazak-e a kdvetkez8 allitasok?

(a) Ha vi, va, ..., vx generatorrendszer V-ben, akkor vi, va, ..., vk
linearisan fliggetlen vektorrendszer.

(b) Ha vi,va,..., vk linearisan fiiggetlen vektorrendszer, akkor
Vi, Vo,..., Vv, generatorrendszer V-ben.

(c) Ha v, va,..., vk linearisan fliggd vektorrendszer, akkor
barmely i-re v; eléall a vi, vo, ..., vi_1, Vit1,. .., Vk
vektorrendszer linearis kombinaci6jaként.

6. eldadas Bazis, dimenzié



Gondolkodnivalék — Linearis fliggetlenség

(a) Ha vi, va, ..., vg generatorrendszer V-ben, akkor vi, va, ..., vk
linearisan fliggetlen vektorrendszer.

Az allitas nem igaz.

Ellenpélda: R?-ben a (1,2),(1,3),(2,4) vektorrendszer
generatorrendszer, de nem linearisan fiiggetlen.

(b) Ha vi,va,..., vk linearisan fiiggetlen vektorrendszer, akkor
Vi, Vo, ...,V generatorrendszer V-ben.

Az allitas nem igaz.

Ellenpélda: R3-ben az (1,2,3), (1,2,4) vektorrendszer linearisan
fliggetlen (a vektorok nem esnek egy egyenesbe), de nem
generatorrendszer (R3-ben barmely generatorrendszer legalabb
harom elemii).
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(c) Ha v, va,. .., vk linearisan fligg6 vektorrendszer, akkor
barmely i-re v; eléall a vi, vo, ..., vi_1, Vit1, ..., Vk
vektorrendszer linedris kombinacidjaként.

Az allitas nem igaz.

Ellenpélda: R3-ben az vi = (1,2,3), v = (2,4,6),v3 = (1,5,6)
vektorrendszer lineérisan fiiggd (vo = 2v; teljesiil). Azonban nem
létezik olyan o és 5 val6s szam, amelyre:

vz = (1, 5,6) = Oé(]., 2, 3) + 5(2,4, 6) =av; + 8w

teljesiil, hiszen v; és v» egy egyenesbe esik. Igy a v3 vektor nem all
el a vi és v, vektorok linearis kombinaciéjaként.
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Bazis

M

Definicié

Vektortér bazisanak nevezziik a vektortér linearisan fiiggetlen
generatorrendszerét.

Példa
A kovetkezs vektorrendszerek bazist alkotnak a megadott
vektorterekben.
e R"-ben az (1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...,1)
vektorrendszer.

@ A térben barmely harom vektor, ami nem esik egy sikba.
o R3-ben az (1,v/2,0),(v/3,1,1),(—1,1,/5) vektorrendszer.

v

A valés vektortereknek végtelen sok bazisa van (kivéve a {0}
vektorteret).
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Véges dimenzids vektorterek

Definicio

Egy vektorteret véges dimenziésnak neveziink, ha van véges
generatorrendszere.

Mi eddig is csak véges dimenziés vektorterekkel foglalkoztunk.
Végtelen dimenziés esetén a linearis fiiggetlenséget és a
generatorrendszer fogalmat is precizebben kellene megadni.
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Dimenzié

Véges dimenzids vektortér barmely két bazisa azonos elemszama.

Bizonyitas: Legyenek vi,..., v, illetve uq, ..., uy bazisai a V
vektortérnek. Mivel mindkét vektorrendszer linearisan fiiggetlen, az
els6 vektorrendszer rangja n, a masodiké m. Mivel mindkét
vektorrendszer generatorrendszer is, ezért az Alaptétel mindkettére

alkalmazhaté: az uy, ..., un, vektorok eléallnak a vy,..., v,
vektorok linearis kombinaciéjaként, ezért m < n. Ez forditva is
teljesiil: a vq,...,v, vektorok el6allnak a uy, ..., un, vektorok

linearis kombinaciéjaként, igy n < m, azaz n = m.

Definicio

Ha a V vektortérnek van véges bazisa, akkor V' dimenziéjan
barmely bazisanak elemszamat értjiik. (Az el6z6 tétel alapjan ez a
szam egyértelmiien meghatarozott, nem fiigg a bazis valasztasatdl.)
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Dimenzié

Példa

Hany dimenziés az R* vektortér?

Mivel az
(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)
vektorrendszer bazis R*-ben, ezért a dimenzéja 4.

Altalaban: az R" vektortér n dimenziés.
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Dimenzié

Az U altér dimnezi6jat dimU-val jeldljiik.

A [vi,...,v,] altér dimenzidja megegyezik a vq, ..., v,
vektorrendszer rangjaval. A vi,..., v, vektorrendszer maximalis
linearisan fliggetlen részrendszerei bazisai ezen altérnek.

Ha a V vektortér dimenziéja n, akkor barmely n-elemii linearisan
fliggetlen vektorrendszere bazisa V-nek.
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Bazis megadasa altérben

Eddig alteret altaldban generatorrendszerével adtunk meg, azonban
a bazisa jobban jellemzi az alteret.

Bazis megadasa
Ismert az altér egy generatorrendszere.
© Meghatarozzuk a generatorrendszer rangjat, igy megkapjuk az
altér dimenziojat.
@ Keresiink az altérben a dimenziéval megegyezd elemszami
linearisan fliggetlen vektorrendszert.

Az el6z6 két 1épés egy Gauss-eliminaciéval megoldhaté.
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Bazis megadasa altérben

Adjunk meg bazist a

[(17 _1a 17 O)’ (_17 27 17 1)7 (_17 2) 37 2)7 (_1) 37 5a 3)7 (_27 4a 47 3)]

altérben.

Irjuk be a generatorrendszer vektorait egy matrix soraiba, majd
Gauss-eliminaciéval hozzuk 1épcsés alakra.

1 -1 10 1 -1 10 1 -1 10
-1 211 0 1 21 0 1 21
-1 23 2 |~(0 142 |~]10 021
-1 3 5 3 0 26 3 0 0 21
-2 4 4 3 0 26 3 0 0 21
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1 -1 10 1 -1 10
0 1 21 0 1 21
~| 0 021 ]|~]0 021
0 0 21 0 00O
0 0 21 0 000

Tehat a generatorrendszer rangja 3, igy a generalt altér dimenzigja
is 3.
Bazist a kovetkezképpen kapunk: a Gauss-eliminacié soran kapott
lépcs6s matrix nem-0 sorvektorainak szadma épp az altér dimenzidja,
és ezek a vektorok linearisan fiiggetlenek, hiszen egy lépcsds matrix
nem-0 sorai. Ezek a sorvektorok elemei az altérnek, ugyanis a
Gauss-eliminacié soran keletkez6 matrixok sorai mindig ugyanebben
az altérben vannak (csak a vektorok linearis kombinacisjat
képezziik). Tehat a

(1,-1,1,0),(0,1,2,1),(0,0,2,1)
vektorrendszer sziikségképpen bazisa az altérnek.
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Alterek dimenzidja

Legyen Uy, U> két altere a V vektortérnek, amelyre U; C Us.
Ekkor

o dimU; < dimU>,
@ U; = U pontosan akkor, ha dimU; = dimUs

Az el6z6 észrevétel segitségével kdnyebben elddnthets két altérrsl,
hogy megegyeznek-e. El6szor meg kell hatarozni a dimenziéjukat,
majd el kell dénteni, hogy az egyik részhalmaza-e a masiknak.
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Alterek dimenziététele

Legyen Ui, U két altere V-nek. Ekkor

dimU; +dimU, = dim(U1 + U2) + dim(U1 N Ug).

Tétel

Ha U; = [vi,...,vy] és Up = [u1,. .., unm] alterek V-ben, akkor
Ui+ Uy =1[vi,...,Vou1,...,Un] )

Alterek egyenlGsége

Két altér egyenl6ségét a kovetkezéképpen el lehet donteni:

© hatérozzuk meg a két altér dimenzidjat;

@ ha az alterek dimenziéi megegyeznek, akkor hatarozzuk meg
az Osszegiik dimenziéjat;

© pontosan akkor egyezik meg a két altér, ha az 6sszegiik
dimenziéja megegyezik az alterek dimenzigjaval.

<
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Alterek egyenlésége

Legyenek U; =[(1,-1,1,2),(-1,2,1,2),(1,0,1,0),(1,1,3,4)] és
U> =[(0,1,2,4),(2,—-1,2,2),(1,—1,1,2)] alterek R*-ben. Igaz-e,
hogy U = U2?

Kiszamitjuk az U; altér dimenziéjat:

1 112 1 -1 1 2
1 21 2 o 1 2 4
1 o107 77 lo o0 -2 -6
1 13 4 0O 0 0 O

U; generatorrendszerének rangja 3, igy dim U; = 3. A lépcsés
matrix nem-0 sorai megadjak U; egy bazisat.
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Az U, dimenzi¢jat is meghatarozzuk:

0 1 2 4 1 -1 1 2
2 -1 2 2 |~--~10 1 0 -2
1 -1 1 2 0 0 2 6

Igy dim U, = 3, és a matrix sorai U, egy bazisat adjak.

Most vizsgaljuk az alterek Gsszegének dimenzidjat. A két altér
bazisainak uniéja generalja az alterek Gsszegét:

Ul + U2 = [(17 717 17 2)7 (0, 15 27 4)7 (Ov 0, *27 76),

(1,-1,1,2),(0,1,0,—2),(0,0,2,6)].

Mivel a dimenzi6 kiszamitasdhoz a generatorrendszer rangjat fogjuk
meghatarozni, azaz a linearisan fiiggetlen vektorrendszer maximalis
elemszamat, ezért a generatorrendszerben szereplé azonos, illetve
szamszoros vektorok koziil elég az egyiket tekinteni.
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Kiszamitjuk az U; + U, dimenziéjat:

1 -1 1 2 1 -1 1 2
0 1 2 4 0o 1 2 4
0 0 -2 6| o 0o -2 -6]"
0 1 0 -2 0 0 -2 —6
1 -1 1 2
0 1 2 4
“lo0o 0 -2 -6
0 0 0 O

lgy dim(Uy + Us) = 3 = dim U; = dim U,, tehat U; és U, alterek
megegyeznek.
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Koordinatak

Ha a V vektortér egy bazisa v, ..., v,, akkor barmely v vektor
eléall ezen bazis vektorainak linearis kombinacidjaként (hiszen a
bazis generatorrendszer), ugyanakkor ez a linearis kombinacié

egyértelmii (mert a bazis linearisan fliggetlen vektorrendszer is).

Legyen V vektortér egy bazisa vi, ..., v,. Ekkor barmely v € V
vektor egyértelmien eléall a vy, ..., v, vektorok linearis
kombinacidjaként. Ezen linearis kombinacié egyiitthatéit a v vektor
Vi, ..., Vn bazisban vett koordinatdinak nevezziik.

Megjegyzés

Egy vektor koordinatai fliggnek a bazis megvalasztasatol, azaz
kiilonboz8 bazisokban masok a koordinatak.
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Koordinatak

Igazoljuk, hogy az (1,-1,2),(-2,3,1),(1,0,1) vektorrendszer
bazisa R3-nek. Tovabba adjuk meg az (1,1,1) vektor koordinatait
ebben a bazisban.

A koordinatak meghatarozasahoz meg kell adni a kdvetkezé lineéris
kombinacié esetén az egyiitthatok értékét:

(1a 17 1) = Xl(1> _17 2) + X2(_27 3’ 1) + X3(1a Oa 1)

1 -2 1|1 10 0[—3
~1 301~--~010%
2 1 1)1 001 ¥
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o O
o = O
= O O
O N =

ol

A Gauss-eliminacié soran kiszamoltuk a vektorrendszer rangjat is,
ami 3. Mivel a rang 3, és a vektorrendszer elemszama is 3, ezért a
vektorrendszer linearisan fiiggetlen. Ugyanakkor R3 dimenzigja 3,
ezért a 3 elemii linearisan fliggetlen vektorrendszer bazisa lesz.

A koordinatak a diagonalis alakra hozott matrixbdl egybdl

leolvashatok: (—%, %, %)
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Osszefoglalas

Legyen V n-dimenziés vektortér, és legyen a v, ..., vy V-beli
vektorrendszer rangja r. A kovetkezdk teljesiilnek a vi, ..., v
vektorrendszerre:

ha k < n, akkor nem generatorrendszere V-nek,
ha k > n, akkor nem linearisan fliggetlen,
linearisan fliggetlen < r = k,

generatorrendszere V-nek < r = n,

bazisa V-nek & k=r = n.

Megjegyzés

A fenti vektorrendszer esetén természetesen csak r < k és r < n
lehetséges.
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1. Gondolkodnivalé

Legyenek a v vektor koordinatai a vy, ..., v, bazisban:

(1, ag, ..., ap). lgazoljuk, hogy ekkor a v, va, ..., v,
vektorrendszer is bazis, és adjuk meg benne a v; vektor
koordinatait.
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2. Gondolkodnivalé

Igazoljuk, hogy egy vektortér barmely linearisan fiiggetlen
vektorrendszere kiegészithet6 bazissa.
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3. Gondolkodnivalé

Adjuk meg az x val6s paraméter értékét agy, hogy az

(a) (1,2,-1), (—2,-3,5), (3,4, x) vektorrendszer bazist
alkosson R3-ben.

(b) (1,—4,0,8), (0,—2,3,1), (2,—5, x,4) vektorrendszer NE
alkosson bazist R*-ben.
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