5. Eléadas

Megyesi Laszl6: Linearis algebra, 29. — 36. oldal.

5. el8adas Lineéaris fliggetlenség



Gondolkodnivaléok — Vektortér

1. Gondolkodnivalé

Alteret alkotnak-e az R"*" (valés n x n-es matrixok) vektortérben
az alabbi részhalmazok?

o Ui ={A:|A|=0}
o U ={A:|Al #0}
o Us={A: AT = A}

Hasznaljuk a kdvetkezs tételt, ami az el6z6 el6adason szerepelt:

A V vektortér U nemires részhalmza altere V-nek < ha U zart a
V-beli 0sszeadasra, és a skalarral valé szorzasra nézve.
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Gondolkodnivaléok — Vektortér

Az el6z6 tétel szerint barhogy is vesziink U-bél két elemet, az
Osszegiiknek szintén U-ban kell lennie. Tovabba barhogy vesziink
egy valés szamot, és U egy teszéleges elemét, ezek szorzata is
eleme U-nak.

o Uy ={A:|A =0} J

Az U; nem alkot alteret, ezt a kdvetkezd példa mutatja:

Példa

LegyenA;l:(é 8>,ésA2:<8 2>,ekkor

10
‘A1’:|A2‘:0, igy A1, Ar € Up. De A1 + Ay = < ),

01
amelyre |A; + Az| = 1, igy Us nem zart az &sszeadasra.

5. el8adas Lineéaris fliggetlenség



Gondolkodnivaléok — Vektortér

o U ={A:|Al #0}. J

Az U, sem alkot alteret, ezt a kdvetkez6 példa mutatja:

Példa

Legyen A1 = (é g),éSAg_ ( _01 _01 ),ekkor

0 0
‘A1’:|A2‘:1, igy A1, Ao € Ur. De A1 + Ap = < o 0 >,

amelyre |A; + Az| =0, igy A1 + Az ¢ Us, tehat U, nem zart az
Osszeadasra.
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Gondolkodnivaléok — Vektortér

Us={A: AT = A} |

Hasznaljuk a kovetkezd jeldlést: A = (ajj).
Ekkor AT = (a;5)T = (aj).

Vizsgaljuk el6szor, hogy Uz zart-e az dsszeadasra. |

Legyen A, B € Us, vizsgaljuk, hogy A + B eleme-e Us-nak.
(A+B)" = ((az) + (by))" = ((ay + by))" = ((ai + bji)) =

(aj,-) + (bj,') = AT + BT = A+ B.

Tehat A+ B € Us teljesiil, igy Us zart az dsszeadasra.

5. el8adas Lineéaris fliggetlenség



Gondolkodnivaléok — Vektortér

Vizsgaljuk, hogy Us zart-e a skalarral val6 szorzasra. |

Legyen A € Us, és A € R. Vizsgaljuk, hogy AA eleme-e Us-nak.

(AA)T = (A(aij))T = (>‘aij)T = ()\aji) = )\(aj,-) = )\AT = \A.
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Gondolkodnivaléok — Vektortér

Vizsgaljuk, hogy Us zart-e a skalarral val6 szorzasra. J

Legyen A € Us, és A € R. Vizsgaljuk, hogy AA eleme-e Us-nak.
AA)T = (Map)" = (hay)T = (Ma) = A(ap) = AT = NA.
Igy MA € Us, tehat Us zart a skalarral valé szorzasra is.

Us zart az 6sszeadasra, és a skalarral valé szorzasra nézve, igy
alteret alkot.
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Gondolkodnivaléok — Vektortér

2. Gondolkodnivald

Legyen V valds vektortér, és A € R, v € V. Igazoljuk, hogy
ha A\v =0, akkor A = 0 vagy v =0.

Bizonyitas: Ha A = 0, akkor Ov = 0 teljesiil.

Ha X\ #£ 0, akkor % létezik. Ekkor a Av = 0 egyenlGséget %—val

szorozva kapjuk:
%()\v) = %Q.

A jobb oldal 0, a bal oldal pedig két vektortér axiéma

alkalmazasaval atalakithaté:
T(Av) =GN v =1v=v.

Tehat v = 0, ezzel az allitast belattuk.
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Gondolkodnivaléok — Vektortér

3. Gondolkodnivalé

Legyen V valés vektortér és legyen vi, vo,v3 € V.
Teljesiil-e a [vi, vo, v3] = [vi + v2, vi — v3, vo + v3] egyenlSség?

A két altér egyenl6ségéhez azt kell belatni, hogy pontosan
ugyanazok az elemeik, tehat ami a bal oldalnak eleme, az a jobbnak
is, és forditva. Valgéjaban elég azt vizsgalni, hogy a
generatorrendszer eleme-e az altérnek, hiszen az dsszes elem ezek
linearis kombinaciéjakeént all el8.

Q vi,v,v3 €[vi+ v, vi — v3,v» + v3] teljesiil-e?

Q@ vi+w,vi —v3, v+ v3 € [v1, v, v3] teljesiil-e?

A masodik feltétel trivialisan teljesiil, hiszen a kérdéses vektorok
mind vy, v», v3 linearis kombinaciéi.
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Gondolkodnivaléok — Vektortér

Az els6 feltételnél vy vektor eleme az altérnek, ha talalunk xi, x2, x3
skalarokat, amelyre vi = x3(v1 + v2) + x2(vi — v3) + x3(va + v3). A
zarojeleket felbontva, és atrendezve:

vy = (X1 + X2)V1 + (X1 + X3)V2 + (—X2 + X3)V3.

Olyan x1, x», x3-at keresiink, hogy a fenti egyenl6ség barmely V
vektortér tetszéleges vi, vo, v3 vektorara teljesiiljon. Ez pedig csak
akkor lehetséges, ha

x1+x = 1 1 1 0]1
x4+xs = 0 =[1 0 1]0
—x2+x3 = 0 0 110
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Gondolkodnivaléok — Vektortér

1 1 01 1 1 0|1
1 0 1/]0 ) ~10 -1 1|-1 ]~
0 -1 1|0 0 -1 1,0
1 1 0|1
~1 0 -1 1|-1
0 0 0|1

Tehat ennek az egyenletrendszernek nincs megoldasa, igy
[vi, v2,v3] # [vi + v2,vi — v3,v2 + v3].
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Linearis fuggetlenség ]

Definicié

Legyen V valés vektortér, vi,...,v, € V és aq,...,a, € R.

A vi,...,v, vektorrendszer linesrisan fiiggetlen, ha

aivi + ...+ a,v, = 0-bol kdvetkezik, hogy a1 = ... = a, = 0,

azaz a vektorok linearis kombinacidja csak ugy allitja el a 0
vektort, ha minden skalar nulla.

Definicié

Vektorok olyan linearis kombinaciéjat, ahol minden skalar nulla
trivialis linedris kombinacionak nevezziik.
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Linearisan filigg6 vektorrendszer

e Az (1,1,1),(0,0,0) vektorrendszer linearisan fiiggs, mert

0-(1,1,1) +1-(0,0,0) = (0,0,0).
e Az (1,1,1),(1,1,1) vektorrendszer linearisan fiiggs, mert
1-(1,1,1) + (~1) - (1,1,1) = (0,0,0).

e Az (1,1,1),(0.3,0.3,0.3) vektorrendszer linearisan fiiggs, mert

(—0.3)-(1,1,1) + 1 (0.3,0.3,0.3) = (0,0, 0).
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Linearisan filigg6 vektorrendszer

A fenti példak kdénnyen altalanosithaték:

Ha egy vektorrendszer tartalmazza a O vektort, akkor linearisan
fliggd.

Tétel

Ha egy vektorrendszer két vektora aranyos, akkor a vektorrendszer
linearisan fliggd.

Tétel

Ha egy vektorrendszer egy vektora eléall a tobbi linearis
kombinacidjaként, akkor a vektorrendszer linearisan fiiggs.

v

Az utolsé tételbsl kovetkezik a tobbi.
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Linearisan fiiggetlen vektorrendszer

e Az (1,1,1) vektorrendszer linearisan fiiggetlen, hiszen ha
A(1,1,1) = (0,0,0), akkor sziikségképpen A = 0.
e Az (1,-1,0),(0,1,1) vektorrendszer linearisan fiiggetlen,
hiszen ha
a(1,—1,0) + 5(0,1,1) = (0,0,0),

akkor az elsé komponens miatt oo = 0, és ekkor a masodik
miatt 8 = 0.

Megjegyzés

@ A lépcsés alakt matrix nem-0 soraibél alkotott vektorrendszer
linearisan fliggetlen.

o Gauss-eliminacio segitségével el lehet donteni egy
vektorrendszerrdl, hogy linearisan fliggetlen.
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Linearisan fiiggetlen-e az
(1,-1,1,1),(1,0,-1,1),(-1,1,1,1),(1,0,1,3) vektorrendszer?

Azt kell elddnteni, hogy van-e olyan (x1, x2, X3, x4) szamnégyes,
amely kiilonbozik (0, 0,0, 0)-t6l, azonban

x1(1,—1,1,1) + x(1,0, —-1,1) + x3(~1,1,1,1) + x4(1,0,1,3) =
=(0,0,0,0).

Az x;-kkel beszorozva, majd a vektorokat ésszegezve a kdvetkezd
linearis egyenletrendszert kapjuk:

X1 +Xo—X3+X4 =

—X1+ X3
X1 — X2+ X3+ X
X1+X2+X3+3X4 =

I
oo oo
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Ha az el6z6 egyenletrendszernek van a (0,0, 0, 0)-n kiviil egyéb
megoldasa, akkor a vektorrendszer linearisan fiiggs, ha nincs, akkor
linearisan fliggetlen.

Emlékeztetd

Egy linearis egyenletrendszernek 3 féle megoldasa lehet:
@ nincs megoldas,
@ pontosan 1 megoldas van (ha nincs szabad valtozo),

© végtelen sok megoldas van (ha van szabad valtozé)

Az elsé eset nem allhat fenn ennél a linearis egyenletrendszernél,
mert a (0,0,0,0) megoldasa, igy csak azt kell eldonteniink, hogy
van-e szabad valtozé.
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Hasonléan a generalashoz az egyenletrendszer bévitett matrixat az
eredeti vektorokbdl kézvetleniil is megkaphatjuk, ha az
OSZLOPOKBA beirjuk a vektorokat. A bé&vitett matrixot lépcsés

alakra hozzuk:

1 1 -1 1]0 1 1 -1 10
-1 0 1 0|0 0 1 0 10

1 -1 110 7o =2 2o0l0]|"
1 1 1 3]0 0 0 2 2|0
11 -1 1/0 11 -1 1/0
01 0 1]0 01 0 1]0

“loo 22/0l (oo 220}
00 2 2|0 00 000

tehat van szabad valtozo, ezért végtelen sok megoldas van. Mivel
nem a (0,0,0,0) az egyetlen megoldas, igy a vektorrendszer
linearisan fliggd.
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Linearis figgetlenség R"-ben

@ Ha v» # 0, akkor R"-ben a vi, v» vektorrendszer pontosan
akkor linearisan fiiggetlen, ha nincs olyan A € R, amelyre
vi = Avo. Azaz a két vektor nem esik egy egyenesbe.

@ A térben a vq, v, v3 helyvektorok altal alkotott vektorrendszer
pontosan akkor linearisan fiiggetlen, ha az altaluk
meghatarozott paralelepipedon térfogata nem 0, azaz nem
esnek egy sikba.
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Linearis figgetlenség R"-ben

o R3-ben a paralelepipedon térfogata kiszamithaté, a v;
vektorokbél kialakitott 3 x 3 matrix determinansanak
segitségével.

%1
Vo 20 = v, w,vs linearisan fiiggetlen.
V3

o Az el6z6t altalanositva kapjuk: R"-ben egy n-elemii
vektorrendszer linearisan fiiggetlen, ha a vektorokbdl alkotott
n X n-es matrix determinansa nem 0.
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Vektorrendszer részrendszere

Ha egy vektorrendszer linearisan fiiggetlen, akkor barmely
részrendszere is az.

Indoklas: Ha az dsszes vektorbdl nem lehet el8allitani a 0 vektort a
trivialistdl kiulonboz8 mdédon, akkor kevesebb vektorbdl sem.

Kovetkezmeény

Ha egy vektorrendszer valamely részrendszere linearisan fiiggé,
akkor a teljes vektorrendszer is az.
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Linearisan fliggé vektorrendszer

Egy vektorrendszer pontosan akkor linearisan fliggs, ha valamely
vektora el6all a tobbi vektor linearis kombinacidjaként.

.= bizonyitasa: Tegyiik fel, hogy a v1, ..., v, vektorrendszer
linearisan fliggd, vagyis léteznek olyan as, ..., a, skalarok, hogy
nem mindegyik O, és

aivi +...+apv, =0.

Tegyiik fel, hogy «; # 0, ekkor atrendezve a fenti egyenléséget

adédik, vagyis v; eldall a tobbi vektor linearis kombinaciéjaként.

5. el8adas Lineéaris fliggetlenség



Az el6z6 tétel mutatja, hogy a linearis fiiggetlenség és a
generatorrendszer fogalma kozott szoros kapcsolat van. A tétel a
kovetkezképpen is megfogalmazhaté:

Egy vektorrendszer pontosan akkor linearisan fliggs, ha valamelyik
vektora eleme a tobbi vektor altal generalt altérnek.

Definicié szerint egy vektorrendszer linearisan fiiggetlen, ha a 0
vektor csak egyféleképpen allithat6 elé a vektorrendszer linearis
kombinacidjaként. Val6jaban ez nem csak a 0 vektorra igaz:

Egy vektorrendszer pontosan akkor linearisan fiiggetlen, ha a
vektorrendszerbél barmely vektor a vektortérbél legfeljebb
egyféleképpen allithaté el6 linearis kombinacioként.

A kovetkezé fogalom mar igen kozel all a dimenzié fogalmahoz.
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Vektorrendszer rangja |

Egy linearisan fliggs vektorrendszer részrendszerei kdzott mar
lehetnek linearisan fliggetlenek is, példaul az (1,1,1),(2,2,2)
linearisan fiiggs, azonban az (1,1, 1) linearisan fiiggetlen.

Definicié

Vektorrendszer maximalis linearisan fiiggetlen részrendszerének
nevezziik egy olyan linearisan fliggetlen részrendszerét, amely mar
nem bévithetd tovabb agy, hogy a részrendszer linearisan fiiggetlen
maradjon.

Definicié

Vektorrendszer rangjanak nevezziik a maximalis linearisan fiiggetlen
részrendszerének elemszamat. Tehat a vektorrendszer rangja r, ha
r db linearisan fliggetlen vektor kivalaszthaté a vektorrendszerbél,
azonban r + 1 db mar nem.
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Vektorrendszer rangja

e A (0,0,0) vektorrendszer rangja 0.
e Az (1,1,1),(2,2,2),(3,3,3) vektorrendszer rangja 1.

e Az (1,1,1),(1,-1,1),(2,—2,2) vektorrendszer rangja 2.
Maximalis linearisan fliggetlen részrendszere az
(1,1,1),(1,—1,1). De maximalis linearisan fliggetlen
részrendszere az (1,1,1),(2,—2,2) is.

e Az (1,1,1),(0,—1,1),(0,0,2) vektorrendszer rangja 3, hiszen
maximalis linearisan fiiggetlen részrendszere dnmaga.

Eszrevétel

Egy n tagl vektorrendszer rangja nem lehet nagyobb n-nél, és
pontosan akkor n, ha a vektorrendszer linearisan fliggetlen.
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Vektorrendszer barmely maximalis linearisan fiiggetlen
részrendszerének linearis kombinaciéjaként elall a vektorrendszer
tobbi vektora.

Bizonyitas: Legyen a vy, ..., v, vektorrendszer egy maximalis
linearisan fliggetlen részrendszere uy, ..., u,. Ekkor barmely, a
kivalasztott vektoroktdl kiilonb6zs v vektort hozzavéve a
részrendszerhez, mar linearisan fliggd részrendszert kapunk:
ui,..., U, v linearisan fiiggs.

Mivel w1, ..., u, linearisan fiiggetlen, ez csak gy fordulhat el6, ha

v eléall az uy, ..., u, vektorok linearis kombinaciéjaként.
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Tétel

Ha egy vektorrendszer rangja r, akkor ha kivalasztunk belsle r db
linearisan fluiggetlen vektort, akkor a vektorrendszer minden tagja
el6all ezek linearis kombinaciéjaként.

| A

Tétel

Vektorrendszer rangja nem valtozik, ha bévitjik egy olyan vektorral,

amely el@all a vektorrendszer vektorainak linearis kombinaci6jaként.
o

Tétel

Vektorrendszer rangja nem valtozik, ha elhagyunk bel6le egy olyan
vektort, amely eléall a tobbi vektor linearis kombinaciéjaként.

Tétel

Vektorrendszer rangja nem valtozik meg, ha valamely vektorahoz
hozzaadjuk egy masik vektoranak tdbbszorosét, vagy ha valamely
vektorat 0-tél kiilonb6zé valoés szammal szorozzuk meg.

\
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Alaptétel

Alaptétel

Ha egy vi,..., v, vektorrendszer elemeinek linearis
kombinaciéjaként eléallnak az uy, ..., ux vektorok, akkor az
ui, ..., u, vektorrendszer rangja kisebb vagy egyenls, mint a

Vi, ..., Vy vektorrendszer rangja.
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Rangszamitas

A rang kiszamitasa

Az R"-beli vektorrendszer rangjat meghatarozhatjuk
Gauss-eliminaciéval.

@ A vektorrendszer vektorait beirjuk egy matrix soraiba.
o Gauss-eliminaciét hajtunk végre a matrixon.

@ A lépcs6s alakban szereplé nem-0 sorok szama adja meg a
vektorrendszer rangjat.
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Rangszamitas

Szamitsuk ki az

(1,-1,1,1),(-1,2,1,1),(-1,1,1,1),

(_17 27 373)7 (07 —1,0, 0)

vektorrendszer rangjat.

Beirjuk a vektorokat egy matrix soraiba.

|

—

=
O WK = =
O WK = =
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Gauss-eliminaciét hajtunk végre:

1 -1 11 1 -1 11
-1 11 0 1 2 2
-1 111 ]~10 02 2]~

-1 2 3 3 0 1 4 4

0 -1 00 0 -1 00

1 -1 11 1 -1 11
0 1 2 2 0 1 2 2
~]10 022 ]|~ 0 022
0 0 2 2 0 000
0 0 2 2 0 00O

Tehat a vektorrendszer rangja 3.
Egy maximalis linearisan fliggetlen részrendszere példaul:

(1,-1,1,1),(-1,2,1,1),(-1,1,1,1).
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Linearis fliggetlenség - Gjra

Eszrevétel
A rangszamitas segitségével most mar kénnyen elddnthets
tetszleges v, ..., vi € R" vektorrendszerrdl, hogy lineérisan
fliggetlen-e:
@ Szamoljuk ki a vy,..., vk € R" vektorrendszer rangjat.
@ Ha a rang kisebb, mint k, akkor linearisan fiiggs, ha egyenl
k-val, akkor linearisan figgetlen. (k-nal tobb nem lehet!!!)
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Gondolkodnivalék — Linearis fliggetlenség

1. Gondolkodnivalé

Legyen V val6s szamtest feletti vektortér. Igazolja, hogy ha a
Vi, Vo, ...,V € V vektorrendszerben pontosan egy vektor van,
amely el6all a tobbi vektor linearis kombinaciéjaként, akkor ez a

vektor a nullvektor.
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Gondolkodnivalék — Linearis fliggetlenség

2. Gondolkodnivalé

Legyenek u, v és w linearisan fiiggetlen vektorok valamely V
vektortérben. Mit mondhatunk az alabbi vektorok linearis
fliggetlenségérsl?

(a) u+v, u—v, u—2v+w;

(b) u4+3v+2w, 2u+w, u+v+w.
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Gondolkodnivalék — Linearis fliggetlenség

3. Gondolkodnivalé

Igazak-e a kdvetkez8 allitasok?

(a) Ha vi, va, ..., vx generatorrendszer V-ben, akkor vi, va, ..., vk
linearisan fliggetlen vektorrendszer.

(b) Ha vi,va,..., vk linearisan fiiggetlen vektorrendszer, akkor
Vi, Vo,..., Vv, generatorrendszer V-ben.

(c) Ha v, va,..., vk linearisan fliggd vektorrendszer, akkor
barmely i-re v; eléall a vi, vo, ..., vi_1, Vit1,. .., Vk
vektorrendszer linearis kombinaci6jaként.
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