4. Elsadas

Megyesi Laszl6: Linearis algebra, 24. — 28. oldal.

4. el8adas Vektortér



Gondolkodnivalék — Linearis egyenletrendszerek

1. Gondolkodnivalé
Oldjuk meg (az a valés paraméter fliggvényében) az alabbi linearis
egyenletrendszert.

X1—Xp+2x3 = —3
—2x1+3x%+(a—4)x3 = 4
x1+(a®—a—1)x3 = a—4

A linearis egyenletrendszer matrixat lépcsés alakra hozzuk.

1 -1 2 -3 1 -1 2 -3
-2 3 a—4 4 ~ 0 1 a -2
1 0 a2—a—1|a—=4 0 1 a2—-a—-3|a-1
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Gondolkodnivalék — Linearis egyenletrendszerek

1 -1 2 -3 1 -1 2 -3
0 1 a -2 ~ 0 1 a -2
0 1 a?2—a—-3|la-1 0 0 a2—-2a—3|a+1

Felhasznélva, hogy a® — 2a — 3 = (a — 3)(a + 1) a matrix utolsé
sorat a kovetkezSképpen irhatjuk fel egyenlet formajaban:

(a=3)(a+1)x3=a+1 (%)
Vizsgaljuk, hogy (a — 3)(a + 1) = 0 mikor teljesiil.

1l eset: a—3=0 = a=3.
A (x) egyenletre a kdvetkezét kapjuk:

0-x3=4=>0=4

Tehat ebben az esetben ellentmondé egyenletet kaptunk, nincs
megoldas.
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Gondolkodnivalék — Linearis egyenletrendszerek

2. eset: a+1=0 = a=-1.
A (x) egyenletre a kdvetkez6t kapjuk:

0-x3=0=0=0.

Tehat ebben az esetben az x3 szabad ismeretlen, igy végtelen sok
megoldas van. A bdvitett matrix masodik sorabdl az xo — x3 = —2
egyenletet kapjuk, amelybél x» kifejezhetd: xo = —2 + x3. Az els6
sorbél x; = xo — 2x3 — 3, ahova az xo-re kapott kifejezést
behelyettesitve: x; = —5 — x3.

Tehat a = —1 esetén a megoldas vektor alakban:

(—5—X3, —2—|—X3, X3),

ahol x3 tetsz6leges valés szam lehet.
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Gondolkodnivalék — Linearis egyenletrendszerek

Most nézziik azt az esetet, amikor (a — 3)(a+ 1) # 0.

3. eset: (a—3)(a+1)#0 = a#3ésa# —1.

A (x) egyenletbd| ebben az esetben kifejezhetjik x3-at, majd a
lépcsés matrix tobbi sorabdl xo-t illetve x;-et:

_ a+1 _ 1
X3 = (a—3)(a+1) = a—3’
w = 2o,
X1 = —5—%.

Tehat, ha a # 3 és a #£ —1, akkor a megoldas vektor alakban:

_5_a—i-27 _2_L’ 1 '
a—3 a—3 a-—-3
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Gondolkodnivalék — Linearis egyenletrendszerek

2. Gondolkodnivalé

Igazak-e a kdvetkezé allitasok? (Ha igen, bizonyitsuk, ha nem,
adjunk ra ellenpéldat.)

@ Ha egy linearis egyenletrendszerben annyi egyenlet szerepel,
mint ahany valtozo, akkor mindig van megoldas.

o Ha egy linearis egyenletrendszer kevesebb egyenletet tartalmaz,
mint a valtozék szama, akkor nem lehet pontosan egy
megoldas.

o Ha egy linearis egyenletrendszerben tobb egyenlet szerepel,
mint a valtozék szama, akkor végtelen sok megoldasa van.
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Gondolkodnivalék — Linearis egyenletrendszerek

o Az 1. allitds nem igaz, azaz ha egy linearis
egyenletrendszerben annyi egyenlet szerepel, mint ahany
valtozé, akkor nem biztos, hogy van megoldas. Példaul az

xX1+x = 3
2x14+2x% = 7

egyenletrendszernek nincs megoldasa.

e A 2. allitas igaz, azaz ha egy linearis egyenletrendszer
kevesebb egyenletet tartalmaz, mint a valtozék szama, akkor
nem lehet pontosan egy megoldas. Ugyanis a linearis
egyenletrendszer bévitett matrixaban kevesebb sor lesz, mint
ahany valtozé van, igy nem lehet mindegyik valtozé kotott.
Tehat nem lehet pontosan egy megoldas.
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Gondolkodnivalék — Linearis egyenletrendszerek

o A 3. allitas nem igaz, azaz ha egy linearis egyenletrendszerben
tobb egyenlet szerepel, mint a valtozék szama, akkor nem
biztos, hogy végtelen sok megoldasa van. Pédaul az

x1+x = 3
2x14+2x = 6
2x1+x = 4

egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa van. De az is
eléfordulhat ilyen feltételek mellett, hogy nincs megoldas.
Példaul:
x1+x = 1
2x14+2x = 2
3x1+3x, = b.
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Gondolkodnivalék — Linearis egyenletrendszerek

3. Gondolkodnivalé

Oldjuk meg a kdvetkezé n egyenletbél all6 n ismeretlenes lineéris
egyenletrendszert.

2x3 + x + x3 + + x = 1
xa o+ 2o+ s + + X =1
x1 + x + 2x3 + + x, = 1
xx + x + x3 + ... + 2x, = 1

4. eléadas Vektortér



Gondolkodnivalék — Linearis egyenletrendszerek

El6szor vizsgaljuk meg, hogy szabalyos-e a linearis egyenletrendszer.
Ugyanannyi ismeretlent tartalmaz, mint egyenletet, nézziik meg,
hogy nulla-e az egyiitthatékbdl all6 determinans. Vonjuk ki a
determinans utols6 sorat az Gsszes t&bbibél:

211 ...1 1 00 -1
121 ... 1 010 -1
p=|112 ... 1|=-|001 ... -1
111 ... 2 111 ... 2

Ahhoz, hogy a f64tl6 felett minden elem 0 legyen, adjuk hozza az
utolsé oszlophoz az dsszes tobbit.
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Gondolkodnivalék — Linearis egyenletrendszerek

100 -1 100 .. 0
010 ... -1 010 .. 0
pD—=|001 ... -1|_]0 0 1 .. 0
111 ... 2 1 11 ... 2+(n—1)

Ekkor a determinans értéke a f6atldban lévs elemek szorzata:
D=1"-2+n—-1)=n+1#0.

A linearis egyenletrendszer szabalyos, igy alkalmazhaté a
Cramer-szabaly, az egyenletrendszernek egyetlen megoldasa van. A
megoldasokat agy kapjuk meg, hogy a D determinansban az
oszlopok helyére rendre a jobboldali konstansokat helyettesitjiik.
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Az elsé oszlop helyére beirjuk a jobboldali konstansokbdl allo
oszlopot. Ha az els6 oszlopot kivonjuk az &sszes tébbibél, akkor
egy felsd triangularis matrixot kapunk, értéke a f6atldban 1évs
elemek szorzata:

1 11 ... 1 1 00 ... 0
121 ...1 110 ... 0
D=1 12 ... 1|=-[101..0]|=1
111 ... 2 100 ... 1
Igy a Cramer-szabaly alapjan x; = % = nil. A tobbi ismeretlen
hasonléan szamolhaté, mivel D, = D3 = --- = D,, = 1 teljesiil, igy
X] =Xp =X3= "= X5 = nil a linearis egyenletrendszer
megoldasa.
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Vektortér )

Valés vektortérnek neveziink egy V halmazt, ha

o elemeit ssze lehet adni (V-n értelmezett egy Osszeadas: +),

o elemeit meg lehet valés szamokkal (skalarokkal) szorozni: A - v
(A eR),

@ az Osszeadas és a skalarral valo szorzas teljesiti a kdvetkezé
axiémakat:

e az dsszeadas asszociativ: barmely u, v, w € V esetén
(u+v)+w=u+(v+w),

o az dsszeadas kommutativ: barmely u, v € V esetén
u+v=v+u,

e az osszeadasnak van egységeleme: létezik egy olyan O-val jeldlt
eleme V-nek, hogy barmely u € V esetén 0+ u = u,

e minden vektornak van additiv inverze: barmely u € V esetén
létezik —u € V, amelyre u+ (—u) =0,
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Definicié folyt.

e 1-v=v barmely v € V esetén,

o (Au)-v=A-(u-v)barmely \,u € R és v € V esetén,

o A+ u)-v=A-v+pu-vbarmely \,u € R és v € V esetén,
o A-(u+v)=X-u+ X vbarmely A\ €R és u,v € V esetén.

A fenti definicié az egyik "legsikeresebb" matematikai definicié:
elég altalanos ahhoz, hogy a vektorterek a matematika minden
teriiletén fontos szerephez jussanak, ugyanakkor (majdnem) elég
er8s ahhoz, hogy a geometriai tér fogalmat kell6képpen megragadia.
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Vektortér

A tovabbiakban V-vel egy tetszéleges val6s vektorteret fogunk
jeldlni.

Vektortér megadasa

Egy V vektortér megadasa nemcsak az elemek megadasat jelenti,

hanem egyben az Gsszeadas és skalarral valé szorzas miiveletek
megadasat is.
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Vektortér

Peldak

Valos vektorterek példaul a kévetkezsk:

@ a sik vagy a tér helyvektorai a szokasos dsszeadasra és val6s
szammal torténd szorzasra nézve;

@ a val6s szam n-esek halmaza a komponensenkénti 6sszeadasra,
és a komponensenkénti valés szammal valé szorzasra nézve,
ezt a vektorteret R"-nel jeloljiik;

@ a valds egyiitthatés polinomok a szokasos dsszeadasra és valds
szammal val6 szorzasra nézve.

Megjegyzés

Mi nagyrészt R"-ben fogunk szamolni.
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R"-ben az &sszeadas komponensenként torténik, példaul R>-ben (a
vektoroknak 5 komponense van):

(1,-1,2,2,1)+(0,1,-1,2,3) = (1,0, 1,4, 4).

A skalarral valé szorzas R3-ben:

2-(1,-1,2,2,1) = (2,-2,4,4,2).

A kettét kombinalhatjuk is:

2-(1,-1,2,2,1)+(0,1,-1,2,3) = (2,—-1,3,6,5).
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Ezekben a vektorterekben a nullvektor a csupa 0-vektor, példaul
R-ben:
0=(0,0,0,0,0,0,0).

Az additiv inverz vektor a (—1)-szeres, példaul ha R*-ben

u=(1,-1,2,3), akkor —u=—(1,-1,2,3) =(-1,1,—-2,-3),
tehat u + (—u) = 0 teljesdil.
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Vektortér elemi tulajdonsagai

Az axiémak kozvetlen alkalmazasaval egyszeriien igazolhaték a
kovetkezsk tetszéleges V valds vektortér esetén:

@ az Osszeadas egységeleme egyértelmiien meghatarozott, azaz
csak egy 0 létezik,

@ az additiv inverz egyértelmii, azaz barmely u esetén pontosan
egyetlen v létezik, melyre u+ v = 0 (természetesen ekkor
v=—u),

@ barmely A € R skalar esetén A0 = 0;
@ barmely v € V vektor esetén Ov = 0;

@ barmely A € R skalar és v € V vektor esetén A\v = 0 akkor és
csak akkor, ha A = 0 vagy v = 0;

@ barmely v € V vektorra —1v = —v;

@ barmely v € V vektorra és A € R skalarra (—A)v = —(Av).
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Vektortér elemi tulajdonsagai

Igazoljuk az elemi tulajdonsagok koziil a kdvetkezét:

Barmely X\ € R skalar esetén A0 = 0.

Bizonyitas: Legyen A € R skalar. Ekkor

A0 = A\(0 +0),
mert az 0 vektor az dsszeadas egységeleme, ezért 0 = 0 + 0.

A0 +0) = A0+ AQ,

az egyik axiéma szerint. Tehat &sszességében:

A0 = A0 + AO.
Az additiv inverz |létezése miatt kivonhatunk mindkét oldalbsl M\O-t:

0= A0,

ezzel be is lattuk az allitast.
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Altér

Definicié
A V vektortér U nemiires részhalmaza altere V-nek, ha maga az U
is vektortér a V-ben definialt miiveletekre nézve. Jeldlés: U < V

Tétel

A V vektortér U nemiires részhalmaza altere V-nek < ha U zart a
V-beli Gsszeadasra, és a skalarral val6 szorzasra nézve. (Azaz
barmely két U-beli vektor Gsszege is U-ban lesz, illetve tetszéleges

valés szammal szorozva barmely U-beli vektort ismét U-beli vektort
kapunk.)

| A

Kdvetkezmény

Ha 0 ¢ U, akkor U nem altér.
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Peldak alterekre

o Tetszbleges V vektortérnek mindig altere a {0}, valamint a
teljes V' vektortér.

@ A sik helyvektorai koziil, amelyek egy origén atmené rogzitett
egyenesbe esnek, alteret alkotnak. Ugyanis ezen vektorok
Osszege, és valds szamszorosa is ebbe a rogzitett egyenesbe
esik.

@ A valés egyiitthatés polinomok terében alteret alkotnak a
legfeljebb 5-6d foka polinomok, hiszen ilyen polinomok
Osszege, illetve skalarszorosa is legfeljebb 5-6d fokia polinom.

Megjegyzés

A sikon a pozitiv siknegyedbe es6 vektorok nem alkotnak alteret,
bar az Gsszeadasra nézve zartak, a skalarral valé szorzasra nézve
nem.
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Alterek Gsszege, metszete

Ha Uy, U, alterei a V vektortérnek, akkor az

Ui+ U ={un1+uw:u € U,up € Up}

halmaz is altere V-nek. Ezt az alteret nevezzik az U; és U, alterek
osszegének.

4

Ha Up, U, alterei V-nek, akkor Uy N U> is altere V-nek.
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Linearis kombinacié

Definicié

A vi,...,v, vektorok aq,...,a, € R skalarokkal képzett linearis
kombinacidja az

a1Vy + Vo + ...+ apVp
vektor.

Az (1,1,-1),(0,1,1),(0,1,1) vektoroknak egy linearis
kombinacidja:

2(1,1,-1) — (0,1,1) +2(0,1,1) = (2,3, —1),
vagyis a (2,3, —1) vektor eléall az (1,1,-1),(0,1,1),(0,1,1)
vektorok linearis kombinaciéjaként.

Eszrevétel

Ha U altere a V vektortérnek, akkor barmely v, ..., v, € U
vektorrendszer tetszéleges linearis kombinaciéja is U-beli vektor.
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Cél: a dimenzid

A sik, illetve a tér egy fontos paramétere a dimenzidja, ezért
természetes, hogy ezt megprébaljuk tetszéleges vektortér esetén
definialni.

1. Megkozelités

A sikon 2 vektor kell ahhoz, hogy ezek felhasznalasaval az Gsszes
tobbit el6allitsuk a vektorok Gsszeadasa és skalarral val6 szorzasa
segitségével. a térben azonban 3 vektor kell ehhez. Ezen
gondolatmenet altalanositasa vezet a generatorrendszer fogalmahoz.

2. Megkozelités

A sikon barhogy adunk meg 3 vektort, azok kdzott lesz olyan,
amely a masik kettd altal kifeszitett siknak (vagy egyenesnek) az
eleme, mig térben ez nem teljesiil. Ezen gondolatmenet precizzé

tétele vezet a linearis fiiggetlenség fogalmahoz.
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Generalas, generatorrendszer

D

A vi,...,v, vektorok altal generalt altér a legsziikebb olyan altér,

amely tartalmazza vy, ..., vp-t. Jele: [vi,..., vp].

Az U altérnek a v, ..., v, vektorrendszer generatorrendszere, ha
U=|vi,..., vl

Tétel

| \

A [vi,..., vy altér elemei éppen a vy, ..., v, vektorok linearis
kombinacisiként elsallé vektorok.

‘ \
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Generalas

Déntsiik el, hogy a (2,0,3) vektor eleme-e az R3 vektortér
[(1,-1,1),(1,1,2)] alterének.

Az el6z6 tétel szerint (2,0,3) € [(1,-1,1),(1,1,2)] pontosan
akkor teljesiil, ha a (2,0, 3) vektor elsall az (1,-1,1),(1,1,2)
vektorok linearis kombinaciéjaként, vagyis ha van olyan xi, x> valés
szam, hogy

(2,0,3) = x1(1,-1,1) + x2(1,1,2).

Elvégezve az egyenlet jobb oldalan az x;-gyel és x»-vel valé
szorzast, illetve az dsszeadast:

(2,0,3) = (X1 + X2, —X1 + X2, X1 + 2X2).
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(2,0, 3) = (X1 + X2, —X1 + X2, X1 + 2X2).

R3-ben két vektor csak tgy lehet egyenls, ha minden komponensiik
megegyezik, tehat

x1+x = 2
—x1+x = 0
x1+2x% = 3.

Meg kell vizsgalni, hogy a fenti egyenletrendszernek van-e
megoldasa. Ha van, akkor (2,0, 3) eleme az altérnek, ha nincs,
akkor nem eleme.
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xX1+x = 2
—x1+x2 = 0
x| +2x = 3.

Természetesen az egyenletrendszert Gauss-eliminaciéval oldjuk meg.
A bévitett matrixot |épcsés alakra hozzuk:

X2:1.

1 1|2 1 1)2 1 1|2
-1 1|0 |~ 0 2|2 |~ 0 2|2
1 2|3 0 1|1 0 0]0

Tehat az egyenletrendszernek van megoldasa, igy a (2,0, 3) vektor
eleme az altérnek. (2,0,3)=1-(1,-1,1)+1-(1,1,2).
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A feladat adataibél a b&vitett matrix egybdl felirhaté.

A feladat a kovetkezé volt:

Déntsiik el, hogy a (2,0,3) vektor eleme-e az R3 vektortér
[(1,-1,1),(1,1,2)] alterének.

A b8vitett matrix:

1 1|2
-1 1|0
1 2|3

Azaz a bévitett matrix elsé két OSZLOPAT a generalé vektorok
adjak, a konstans oszlopat pedig a kérdéses vektor.
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Generatorrendszer

Generatorrendszere-e az

(1,-1,1,2),(-1,1,1,0),(1,1,1,0)

vektorrendszer az R* vektortérnek?

Ehhez azt kell ellendrizni, hogy barmely (a, b, ¢, d) € R* vektor
esetén teljesiil-e, hogy

(a,b,c,d) €](1,-1,1,2),(-1,1,1,0),(1,1,1,0)].
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(a,b,c,d) € [(1,-1,1,2),(~1,1,1,0),(1,1,1,0)]???

A korabbi példaban latott médon ez a kdvetkezd bévitett matrix
Gauss-eliminaciéjahoz vezet:

1| a
116
1|c
0|d

A bdvitett matrix Gauss-eliminaciéja soran a bal oldalon
mindenképpen kialakul egy csupa 0 sor, hiszen tobb sor szerepel
ott, mint oszlop. Ezek utan a, b, ¢, d értéke biztosan valaszthato
gy, hogy az adott sor jobb oldalan ne 0 szerepeljen.
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Az el6z6 észrevétel alapjan az a, b, ¢, d értéke valaszthato gy,
hogy a bévitett matrix lépcsés alakjaban ellentmondé sor
szerepeljen. Tehat nem minden R*-beli vektor allithat6 el6, ezért a
kérdéses vektorrendszer nem generatorrendszer.

Az el6z6 gondolatmenet MINDEN olyan esetben miikédik, amikor a
vektoroknak tobb komponensiik van (az el6z6 példaban 4), mint
ahany elemii a vektorrendszer (az el6z6 példaban 3).

Megjegyzés

Ha egy vektorrendszer elemszama kevesebb, mint a vektortérben
szereplé vektorok komponenseinek szama, akkor a vektorrendszer
nem lehet a vektortér generatorrendszere.
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Gondolkodnivaléok — Vektortér

1. Gondolkodnivalé

Alteret alkotnak-e az R"*" (valés n x n-es matrixok) vektortérben
az alabbi részhalmazok?

o Uy ={A:|A =0}
o U, ={A:|Al #0}
o Us={A:AT = A}
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Gondolkodnivaléok — Vektortér

2. Gondolkodnivalé

Legyen V val6s vektortér, és A € R, v € V. Igazoljuk, hogy
ha Av =0, akkor A =0 vagy v = 0.
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Gondolkodnivaléok — Vektortér

3. Gondolkodnivalé

Legyen V val6s vektortér és legyen vy, vo,v3 € V.
Teljesiil-e a [vi, va, v3] = [v1 + va, vi — v3, vo + v3] egyenlGség?
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