3. Eléadas

Megyesi Laszl6: Linearis algebra, 47. — 50. oldal.

3. el8adas Linearis egyenletrendszerek



Gondolkodnivalék — Determinansok

1. Gondolkodnivalé

Determinanselméleti tételek segitségével hatarozzuk meg a
kovetkez6 n x n-es determinanst:
1 111 ... 1
2 1 2 1
3 113
n—1 1 1 1 n—1
n 1 1 1 1
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Gondolkodnivalék — Determinansok

Vonjuk ki az els6 sort az dsszes tdbbi sorbdl:

1 1 11 1 1 1 11 ... 1
1 21 1 10
3 1 1 3 2 0 0 2
n—1 1 1 1 n—1 n—2 0 0 0 ... n—=2
n 1 11 1 n—1 0 0 0 ... 0

Ezutan fejtsiik ki a determinanst az utolsé sora szerint:

111 ... 1
0

=(n—1)-(-1)". 00 2 ... +04+---4+0.

=
o
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Gondolkodnivalék — Determinansok

A kifejtés utan kapott (n — 1)-ed rendii determinans triangularis,
igy a determinans a féatloban lévs elemek szorzata:

111 ... 1
010 ...

(n—1)-(-=1)"*t.| 0 0 2 ... —
0 0O n—2
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Gondolkodnivalék — Determinansok

2. Gondolkodnivalé

Determinanselméleti tételek segitségével hatarozzuk meg a
kovetkez6 n X n-es determinanst:

0 ... 001
0 ... 020
0 ... 300
n 0 00

Kifejtjiik a determinanst az els6 sora szerint:

0 ... 01 0 0 2
0 ... 20 1 30
... | =040+ (-)H

n ... 00 n ... 00
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Gondolkodnivalék — Determinansok

Ismét kifejtjiik az elsd sor szerint, és igy tovabb:

0 ... 0 2 0 ... 03
(—1)H+n. 0 3 0 = (—1)1n(—1)FH-D.10 0 4 0 i
Y e
= ()M ()2 (0= 1) | 0 | =

= (-1)"(=1)".. . (-1)?>-1-2-...-n.
A —1 kitevgjét 6sszegezve:

(n+3)n'

2434 (n+1) ="
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Gondolkodnivalék — Determinansok

Tehat
0 .01
O . 2 0 n n
_ — (1)
n 00

Azaz, ha n = 4k vagy n = 4k + 1, akkor a —1 kitev&je paros, igy a
determinans értékére n!-t kapunk.

Ha n = 4k + 2 vagy n = 4k + 3, akkor a —1 kitevéje paratlan, igy a
determinans —n! lesz.
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Gondolkodnivalék — Determinansok

2. Gondolkodnivalé
Masik megoldas.

A determinans sorcserékkel diagonalis alakra hozhat6. Egy sorcsere
esetén a determinans (—1)-szeresére valtozik. Példaul 4 x 4-es
esetben:

0001 4000
0020 ) ]0020]
0300 0300
400 0 0001

400 0
0300

—(—=1)-(—=1) - — .2.1 =4I

(-1 (1| g g 5 o|=4321=4
0001
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Gondolkodnivalék — Determinansok

Altalaban, ha n = 2m, vagy n = 2m + 1, akkor m db sorcsere kell.
Ezek utdn m paritasatdl fiiggéen vagy —n! vagy n! lesz a
determinans értéke.

Osszefoglalva: ha n = 4k vagy n = 4k + 1, akkor n! a determinans
értéke, ugyanis paros sok sorcserét hajtunk végre. Ha n = 4k + 2,
vagy n = 4k + 3, akkor —n! lesz a determinans.
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Linearis egyenletrendszerek |

Tekintsik az

aiixy+apxo+...+aimxm = b1
anxy+amxo+...+amxm = b
amXx1 + amxo + ...+ apmxm = by

linearis egyenletrendszert. Az egyenletrendszerben m db valtozo,
illetve n db egyenlet szerepel.

3. el8adas Linearis egyenletrendszerek



Linearis egyenletrendszer — megoldasok

Konkrét megoldas

A linearis egyenletrendszer egy konkrét megoldasan egy olyan
(x1,X2,...,Xm) SZam m-est értiink, amelyet behelyettesitve az
egyenletrendszerbe, minden egyenléség teljesiil.

Altalanos megoldas

A linearis egyenletrendszer 4ltalanos megoldasan az 6sszes konkrét
megoldas megadasat értjiik (ha van egyaltalan megoldas).
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Linearis egyenletrendszer

Adjuk meg a kdvetkezd egyenletrendszer altalanos megoldasat.

xX1+x—x3 = 1
X1 — X3

Il
N

Konkrét megoldasa: (3,—1,1).

Altalanos megoldas: (2 + t, —1,t), ahol t € R.

Hogyan kapjuk meg az altalanos megoldast?
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Linearis egyenletrendszer elemi atalakitasai

Linearis egyenletrendszer elemi dtalakitasai a kovetkezok:

o két egyenlet felcserélése,
o tetszSleges egyenlet szorzasa 0-tél kiilonb6zé valés szammal,

@ egy egyenlethez masik egyenlet tetszéleges szamszorosanak
hozzaadasa.

Ezen elemi miiveletek segitségével megoldhaték a linearis
egyenletrendszerek.
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Elemi atalakitasokat hajtunk végre az el6z6 példaban szerepls
egyenletrendszeren

x1+x—x3 = 1
X]1 — X3 = 2.

Adjuk a hozza az els6 egyenlethez a masodik (—1)-szeresét:

X2 = -1
X1 — X3 = 2.
Ekkor xo = —1, de x; és x3 értéke nem egyértelmien

meghatarozott, csak a kiilonbségiik.
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Linearis egyenletrendszer matrixa

Az
ayxi +awxe+ ...+ aimxm = b
anxi+apnxo+ ...+ amxm = b
an1X1 + amXo + ...+ anmXm = b,,

linearis egyenletrendszer matrixa:

dil1 4di2 ... Aaim
do1 a2 ... aim
dnl dp2 ... dnm

3. eléadas Linearis egyenletrendszerek



Linearis egyenletrendszer bévitett matrixa

Az el6z6 linearis egyenletrendszer bévitett matrixa:
ain a2 ... aim | bi
dp1 d22 ... am b2
anl an2 ... anm | bn

Fontos megjegyezni, hogy a matrix oszlopai az eredeti
egyenletrendszer valtozdinak, illetve a konstans tagoknak felelnek
meg.
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Bévitett matrix elemei atalakitasai

A linearis egyenletrendszer elemi atalakitasainak a b&vitett matrixa
alabbi atalakitasai felelnek meg:

A bdvitett matrix elemi atalakitisai a kovetkez8k:

@ matrix két soranak felcserélése,

@ matrix barmely soranak szorzasa 0-tél kiilonbdzé valés
szammal,

@ matrix egyik sordhoz masik sora tetszéleges tobbszordsének
hozzaadasa.

A linearis egyenletrendszer megoldasahoz a fenti atalakitasok

segitségével az egyenletrendszer bévitett matrixat egyszer(ibb alakra
hozzuk.

3. el8adas Linearis egyenletrendszerek



Majdnem-lépcsés alak

Definicio

Egy matrixot majdnem-Ilépcs6s alakiinak neveziink, ha barmely
soraban az elsé 0-tél kiilonb6zé elem alatt csak 0-ak vannak.
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Lépcsss alak

Definicié

Egy matrixot /épcss alakiinak neveziink, ha majdnem-lépcsés
alaka, valamint fentrdl lefele haladva a sorok elsé nem-0 elemei
egyre késébb jelennek meg.
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Gauss-eliminacié

Elemi atalakitasokkal barmely matrix lépcsés alakra hozhaté.

Indoklas: Minden sor els6 nem-0 elemével kinullazzuk az alatta lévé
elemeket, hasonléan a determinans nullazasahoz. Majd sorcseréket
hajtunk végre.

FONTOS!! J

A Gauss-eliminacié nagyon hasonlé ahhoz, mint amikor
determinanst szamolva nullaztunk. Azonban Gauss-eliminacié soran
CSAK a SOROKON veégezhetsk atalakitasok, az OSZLOPOKON
NEM.
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Lépcsss alakra hozas

Hozzuk lépcsés alakra a kdvetkezd matrixot:

o 1* -2 11
1 -1 2 11
1 -1 1 -1 2
1 -2 0 11

Az elsé sor elsé nem 0 elemével nullazzuk ki az alatta 1évé elemeket.

=)
O O O
|
—_
WO N =
W w N =
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Lépcsss alakra hozas

Most a masodik sor elsé nem 0 elemével nullazzuk az alatta |évéket:

01 -2 11
0 02 2
10 -1 0 3
1 0 —4 3 3
Az alabbi matrixot kapjuk:
01 =2 11
10 0 22
00 —1* -2 1
00 -4 11

Majd a 3. sor els6 nem 0 elemével nullazzuk az alatta lévket.
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Lépcsss alakra hozas

Ez mar majdnem-lépcsés matrix:

01 -2 1 1
10 0 2 2
00 -1 -2 1
00 0 9 -3

Ebbédl egy sorcserével lepcsés matrixot kapunk:

10 0 2 2
01 -2 1 1
00 -1 -2 1
00 0 9 -3
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Lépcsss alakra hozas

Eszrevételek

@ Sok esetben feleslegesen nullaztuk ki lefelé az sszes sort,
hiszen az esetleges sorcserék miatt erre nem mindig van
sziikség - ugyanakkor egyenletrendszereknél sokszor hasznos,
ha nemcsak lefele nullazzuk ki az elemeket.

o A lépcsés matrix eléallitasa nem egyértelmdi.
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Egyenletrendszer altalanos megoldasa

Megoldas menete

A linearis egyenletrendszer bdvitett matrixat lépcsés alakra hozzuk,
a |épcsés alakbdl leolvassuk, hogy van-e megoldasa, majd ha van,
megadjuk az altalanos megoldasat.

Tétel

Linearis egyenletrendszernek pontosan akkor nincs megoldasa, ha
bévitett matrixanak lépcsés alakjaban szerepel ellentmondé sor,
azaz a kovetkezs:

| A

(0 0 ... O‘c),
ahol c € R és ¢ # 0.
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Egyenletrendszer altalanos megoldasa

Ha a bdvitett matrix lépcsés alakjaban nincs ellentmondé sor, akkor
az altalanos megoldast a szabad, illetve kotott valtozok segitségével
kapjuk meg.

Definicié

Kétott valtozénak nevezziik a lépcsés alak soronkénti elsé nem-0
elemeinek megfelel6 valtozé. A tobbi valtozé szabad véltoze.

3. el8adas Linearis egyenletrendszerek



Linearis egyenletrendszer altalanos megoldasa

Példa

Tegyiik fel, hogy linearis egyenletrendszer megoldasa soran a
b&vitett matrixat az alabbi [épcsés alakra hoztuk (az
egyenletrendszer valtozoit xi, xo, . . ., x7 jelolte). Hatarozzuk meg az
altalanos megoldast.

1 -1 2 1 1|3
0 28 1 -1 1|2
0 0 1(3

0
0
0 0 17

o O

A x-gal megjelolt oszlopoknak megfelel6 valtozék lesznek kotottek,
azaz xo, x4, Xg, a tobbi pedig szabad valtozé: xi, x3, x5, x7.
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Linearis egyenletrendszer altalanos megoldasa

Megjegyzések

o Az altalanos megoldast agy adjuk meg, hogy a lépcsés
matrixot felhasznalva a kotott valtozokat kifejezziik a szabad
valtozok segitségével.

@ Fontos, hogy az altalanos megoldast megadé minden egyes
egyenletben pontosan egy kotétt valtozé szerepeljen, ezt agy
lehet elérni, hogy az utolsé sorral kezdve kell kifejezni a kotott
valtozokat a szabadok segitségével.
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Alkalmazzuk az el6z6eket a példa esetén:

011 -12 1 1|3
0 0 0 2 1 -1 1]2
0O 00 0 0 1" 13
Utolsé sor visszairva egyenletté:
Xe +x7 =3,

xg kotott valtozo, igy kifejezziik a fenti egyenletbdl:

X6 = 3 — x7.
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0o 1*1 -12 1 13
0 0 o0 2¢ 1 -1 1|2 , X6 :3—X7
0 00 0 0 1 13

Az utolsé el6tti sor visszairva egyenletté:
2x4 + x5 — Xg + X7 = 2.

Ebben tal sok a kotott valtozé (xs és xp is), ezért felhasznaljuk,
hogy x6 = 3 — x7, igy kapjuk:

2X4—|—X5—(3—X7)+X7:2.
Tehat

5 1
2 2
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0 1* 1 -1 2 1 113 -
00 0 2 1 -1 1j2], 5
000 0 0 1* 13 AT 2T 2™

Hasonl6an az el6z6 esethez, az els6 egyenletbél is kifejezhetd xo
felhasznalva x4 és xg-ra kapott Gsszefiiggéseket:

5 5
X0 = — — X3 — X5 — X7.

2 2

Igy az egyenletrendszer altalanos megoldasa:

_ 5 5
X2 = 53— X3 5X5— X,
5 1
X4 = 57 5X5 — Xy,
X6 = 3_X77

ahol x1, x3, X5, x7 szabad valtozo, azaz tetszéleges valés szamot
felvehet értékként.
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Eszrevételek

@ Ha a Gauss-eliminacié soran nemcsak lefelé nullazzuk ki az
elemeket, hanem felfelé is, akkor a megoldas megadasa soran
elkeriilhetsk az el6z&ekben szereplé visszahelyettesitgetések.

e Az altalanos megoldas vektorként is megadhaté.

o Az altalanos megoldasbdl gy kapunk meg egy konkrét
megoldast, hogy a szabad valtozéknak tetszéleges értéket
adunk.
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Egy konkrét megoldas:

Legyen pl. x3 = 1,x3 = 2,x5 = 3, x7 = 0, ekkor:

(1,-7,2,1,3,3,0).
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FONTOS!! J

Az altalanos megoldast mindig ellendrizziik le! J

Hogyan ellenérizhetd az altalanos megoldas? A kotott valtozékra
kapott formulakat vissza kell helyettesiteni az eredeti
egyenletrendszerbe, és minden egyenletben azonossagot kell kapni.
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A példa ellenérzése

o 1*1 -12 1 1|3
0 0 0 28 1 -1 1|2
0 00 0 0 1* 1|3

_ 5 5
X2 = 5= X3 5X5 — X7,
5 1
X4 = 57 5X5 — X7,
X6 = 3—xy.

Az egyenletrendszer masodik egyenletét ellenérizziik. Az egyenlet:

2x4 + X5 — X + X7 = 2.

Behelyettesitve a kotott valtozokat,

5 1
2(2—2X5—X7>—|—X5—(3—X7)—|—X7:27

azaz 2 = 2, tehat azonossag.
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A megoldasok szama

Hany megoldasa lehet egy linearis egyenletrendszernek?

Ha a Gauss-eliminacié soran ellentmondé sort talalunk akkor
nincsen megoldas.

Ha nem kapunk ellentmondé sort a Gauss-eliminacié soran, akkor
van megoldas. Ha van megoldas, akkor azt kell vizsgalni, hogy
van-e szabad valtozé.
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A megoldasok szama

2. eset

Ha van megoldas, de nincs szabad valtozo, az akkor fordul els, ha a
bévitett matrix lépcsés alakjaban pont annyi nem-0 sor van, mint
ahany valtozé szerepel az egyenletrendszerben. Ugyanis ekkor a
lépcs6s alak minden sora egy-egy valtozét , kot le”. Azaz, ha nincs
szabad valtozo, akkor a kotott valtozék értéke egy-egy szam, igy
pontosan egy megoldas van.

Ha van megoldas (azaz nincsen ellentmondé sor a Gauss-eliminacié
soran), és van szabad valtozo, akkor végtelen sok megoldas van,
hiszen a szabad valtozok tetszéleges valés szamot felvehetnek
értékként.
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A megoldasok szama

Osszefoglalé

Egy linearis egyenletrendszer esetén

@ vagy nincs megoldas,
@ vagy pontosan egy megoldas van,

@ vagy végtelen sok megoldas van, és ilyenkor van szabad
valtozo is, amelynek tetszéleges valos szam értékként adhato.
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Gondolkodnivalék — Linearis egyenletrendszerek

1. Gondolkodnivalé

Oldjuk meg (az a valés paraméter fiiggvényében) az alabbi linearis
egyenletrendszert.

x1—Xx»+2x3 = —3
—2x1 + 3xp + (a = 4)X3 = 4
xx+(a®—a—1)x3 = a—4
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Gondolkodnivalék — Linearis egyenletrendszerek

2. Gondolkodnivalé

Igazak-e a kdvetkezé allitasok? (Ha igen, bizonyitsuk, ha nem,
adjunk ra ellenpéldat.)

@ Ha egy linearis egyenletrendszerben annyi egyenlet szerepel,
mint ahany valtozo, akkor mindig van megoldas.

o Ha egy linearis egyenletrendszer kevesebb egyenletet tartalmaz,
mint a valtozék szama, akkor nem lehet pontosan egy
megoldas.

o Ha egy linearis egyenletrendszerben tobb egyenlet szerepel,
mint a valtozék szama, akkor végtelen sok megoldasa van.
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Gondolkodnivalék — Linearis egyenletrendszerek

3. Gondolkodnivalé

Oldjuk meg a kdvetkezé n egyenletbél all6 n ismeretlenes lineéris
egyenletrendszert.

2x3 + x + x3 + + x = 1
xa o+ 2o+ s + + X =1
x1 + x + 2x3 + + x, = 1
xx + x + x3 + ... + 2x, = 1
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