2. Eléadas

Megyesi Laszl6: Linearis algebra, 1. — 20. oldal.




Gondolkodnivalék — Matrixok

1. Gondolkodnivalé

Legyen A tetsz6leges n x k méreti matrix. Adjunk meg olyan P,
illetve @ matrixokat, melyekre a PAQ szorzat egy olyan 1 x 1-es
matrix, mely az A matrix /. soranak j. elemét tartalmazza.

1. Vizsgaljuk, hogy mekkora legyen a P és a @ matrix mérete. )

Ahhoz, hogy a PAQ szorzat létezzen (az A matrix n X k méretii) a
P-nek n oszlopbél kell allnia, a Q-nak pedig k sorbdl, tovabba a
PAQ szorzat 1 x 1-es matrix:

P matrix 1 X n-es, a Q matrix k x 1-es. )
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Gondolkodnivalék — Matrixok

2. Meghatarozzuk a P;x, matrixot. J

A feladat szerint (PAQ)1x1 = (ajj)-nek kell teljesiilnie, ehhez
(PA)1xk matrixnak az A matrix i. sorat kell megadnia:

a1 ... ai ... a1k
PA=P. = aj ... dik :(a,-l...a,-j...a,-k).
anl ... apj ... dpk

Tehat P=(0 ... 010 ... 0)1xp, ahol az 1 az i. helyen szerpel.
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Gondolkodnivalék — Matrixok

3. Meghatarozzuk a Q1 matrixot. J

A (PA)1xk matrix j. elemét kell megkapnunk a Qg 1-val valé
szorzassal, igy:

(PA)Q:(a,-l...a,-j...a,-k)-Q:(a,-l...a;j...a,-k)-

—
|
—
Q

L=
~

ahol a Q matrixban az 1 a j. helyen szerepel.
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Gondolkodnivalék — Matrixok

2. Gondolkodnivalé

Legyen A n x m-es, B pedig k x |-es matrix. Mi a feltétele
(természetesen n, m, k és | vonatkozasaban) annak, hogy
O AB létezzen, de BA nem;

@ AB létezzen, BA is, de ne legyenek azonos méretiiek;

© AB létezzen, BA is, és legyenek azonos méretiiek.
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Gondolkodnivalék — Matrixok

Legyen A n x m-es, B pedig k x |-es matrix.
@ AB létezzen, de BA nem: AB pontosan akkor létezik, ha
m = k, BA pedig pontosan akkor nem létezik, ha / # n.

@ AB létezzen, BA is, de ne legyenek azonos méretiiek: AB
pontosan akkor létezik, ha m = k, BA pedig akkor, ha [ = n.
Ekkor AB n x n-es négyzetes matrix, BA pedig m x m-es
négyzetes matrix. Kiilonb6z6 méretiiek lesznek, ha n # m.

© AB létezzen, BA is, és legyenek azonos méretiiek: felhasznalva
az el6z6 részt: n=m=k = 1.
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Gondolkodnivalék — Matrixok

3. Gondolkodnivalé

Szamitsuk ki az alabbi matrixot:

1 1\"
<O 1) , ahol n € N.

Vizsgaljuk meg kis n-ek estén a hatvanyozas eredményét.
11\ /1 1\/1 1\ (12
01 -\ 01 o1/ \o1)"
11\ /12\/11) (13
01 S\ 01 0o1) \o0 1)

Ez alapjan megfogalmazhatjuk a kdvetkezd sejtést:
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Gondolkodnivalék — Matrixok

1 1\" 1 n
<O 1> :<0 1),aholnEN.

A sejtést teljes indukcidval bizonyitjuk. Az elébb lattuk, hogy
n =2, 3-ra teljesiil. Tegyiik fel, hogy n = k-ra igaz, és bizonyitsuk

T )-
(-2 A

Tehat a sejtést igazoltuk.
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Determinansok )

Keétismeretlenes linearis egyenletrendszer

Tekintsiik az alabbi egyenletrendszert, ahol a, b, ¢, d, e, f valés
paraméterek. Hatarozzuk meg x-t.

axi +bx = e
cxp+do = f°

Ha az elsé egyenletet megszorozzuk c-vel, a masodikat pedig a-val,
a kovetkezs egyenletrendszert kapjuk:

acxy + bexo = ce
acxy +adxo = af
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A masodik egyenletbdl az elsét kivonva kapjuk:

xp(ad — bc) = af — ce,

_ af—ce
azaz, ha ad — bc # 0, akkor x» = S he
Eszrevehet6, hogy a fenti megoldas nevezéje csak az

egyenletrendszer bal oldalan szerepld egyuitthatoktél fligg, vagyis

csak az
a b
c d

matrixtél.
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(0,0) (a, b)

Paralelogramma teriilete

Tekintsiink a sikon az (a, b) és (c, d) koordinataja helyvektortokat.
Ez a két vektor egy paralelogrammat feszit ki. Koordinatageometria
segitségével belathatd, hogy ennek a paralelogrammanak a teriilete
éppen |ad — bc|.
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Determinans

Ugyanaz az érték szerepel a paralellogramma teriiletének
kiszamitasakor, mint a kétismeretlenes linearis egyenletrendszer
megoldasakor. Mivel ez az érték a matematika sok mas teriiletén is
eléfordul, és nagyon fontos szerepet jatszik, ezért kiilon neve is van:
determinans.

2 X 2-es matrix determinansa

(24)

matrix determinansa az ad — bc valés szam.
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Determinans

Csak négyzetes matrixoknak van determinansa. Adott A négyzetes
matrix determinansa valés szam. Ennek a szamnak a jele: |A|.

Kiszamitas — Rekurziv

a b
c d

= ad — bc.

Nagyobb matrixokra a determinans definiciéja rekurziv: egy
n x n-es matrix determinansahoz n db (n — 1) x (n — 1)-es matrix
determinansat kell kiszamolni. Sziikségiink van néhany fogalomra.
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Aldeterminans

Definicié

Legyen A n X n-es determinans. Ekkor az A . soranak j. eleméhez
tartozé aldeterminans agy keletkezik, hogy A-bél elhagyjuk az i.
sorat, illetve j. oszlopat. A kapott determinans jele: Mj;.
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Aldeterminans

Definicié

Legyen A n X n-es determinans. Ekkor az A . soranak j. eleméhez
tartozé aldeterminans agy keletkezik, hogy A-bél elhagyjuk az i.
sorat, illetve j. oszlopat. A kapott determinans jele: Mj;.
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Adjungalt aldeterminans

Legyen A n x n-es determinans. Ekkor az A i. soranak j. elemének

adjungaltja ugy keletkezik, hogy az M; aldeterminanst ellatjuk a
megfelels el&jellel:

Aj = (=1)" M.
1 -1 21
A_|1 1 3|
2 2 -1 2
3 -1 21
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Adjungalt aldeterminans

Legyen A n x n-es determinans. Ekkor az A i. soranak j. elemének

adjungaltja ugy keletkezik, hogy az M; aldeterminanst ellatjuk a
megfelels el&jellel:

Aj = (=1)" M.
1 -1 21
1 11
a-|l 1 31 Apm=(—15l2 2 2
2 2 -1 2 s 1]
3 -1 21
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Determinans

Rekurziv definicié

Legyen
dil1 di2 ... din
a1 a2 ... ap
A= ] . |, ahol n > 1.
dnl dn2 ... Aann

Ekkor az A determinans elsd sora szerinti kifejtése:

n

A= Zn:(alelj) = (ay - (=) - my)).
j=1

j=1
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Paralelepipedon térfogata

A paralelogramma teriiletét a sikon egy 2 x 2 matrix
determinansanak abszolutértékeként kaptuk meg. A térben az
(a,b,c), (d,e, f), (g, h,i) vektorok és az origé altal meghatarozott
test (paralelepipedon) térfogatat egy 3-ad rendii determinans
abszolutértéke adja meg.
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(0,0,0) (a, b, C)

A determinanst ugy kapjuk, hogy soraiban az origébdl kiindulé élek
végponjainak koordinatai szerepelnek. A determinans rekurziv
definiciéjat felhasznalva kifejtjiik az elsé sora szerint:

a b c

d e fl=a(—1)H.]° f +b-(—1)1+2-’d f +
: h i g i

g h i

+C-(1)1+3-‘ Z Z ‘:aeiafhbdierngrcdhceg.

A paralelepipedon térfogata:
V = |aei — ath — bdi + bfg + cdh — ceg]|.
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A determinans rekurziv definiciéja alapjan az n x n-es determinans
n! sok szorzat 6sszegeként szamithaté ki.

Vegyiik észre ugyanakkor, hogy ha a determinans els6 soraban sok a
0, akkor az Gsszegzés j6val egyszeriibb lesz.
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Determinanselméleti tételek

Kifejtés
Determinans barmelyik sora, vagy oszlopa szerint kifejthetd.
A determinanst az i-edik sor szerint kifejtve:
A=Y 1(a5Ay) = Yo (ay - (1) - M),
illetve egy sor helyett egy oszlop elemein is végighaladhatunk, pl. a

j. oszlop szerint:
A=Ta(a5Ag) = i (a - (1) - My).

Megj.: A két formula csak a szummak futé indexében kiilonbozik.
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Determinanselméleti tételek

Transzponalas
A determinans egyenld a transzponaltjaval.

1 -1 2 1 -2 1
-2 0 1|=|-1 01
1 1 2 2 1 2

v
Dualitasi elv

Ha egy determinansokra vonatkozé igaz allitasban az oszlop és sor
szavakat kovetkezetesen felcseréljiik, akkor szintén igaz allitast
kapunk.

N
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Determinanselméleti tételek

Ha egy determinans valamely soranak minden elemét megszorozzuk
egy ¢ valés szammal, akkor a determinans értéke is c-szeresére
valtozik.

Triangularis matrix deteminansa

Ha a determinans f6atldja felett (alatt) minden elem nulla, azaz egy
trinagularis matrix determinansa, akkor a determinans a f6atléban

lévs elemek szorzata.
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Determinanselméleti tételek

Ha egy determinans két sorat felcseréljiik, akkor az értéke
(-1)-szeresére valtozik.

Nulla determinans

A determinans nulla, ha
@ valamely soranak minden eleme nulla;
@ két sora azonos;

@ két sora aranyos.
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Determinanselméleti tételek

Sorok Gsszegzése

Determinans értéke nem valtozik, ha valamely sordhoz egy masik
sor c-szeresét hozzaadjuk.

Ha a lenti determinans 2. sorahoz hozzaadjuk a 3. sor 2-szeresét, az
értéke valtozatlan marad.

2 -1 2
-2 21
1 -1 3
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Determinanselméleti tételek

Sorok Gsszegzése

Determinans értéke nem valtozik, ha valamely sordhoz egy masik
sor c-szeresét hozzaadjuk.

Ha a lenti determinans 2. sorahoz hozzaadjuk a 3. sor 2-szeresét, az
értéke valtozatlan marad.

2 -1 2 2 -1 2
-2 2 1|=|0 07
1 -1 3 1 -1 3
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Nullazas

Az el6z6 tételt felhasznalva barmely determinans barmely sora,
vagy oszlopa "kinullazhaté", vagyis elérhetd, hogy benne legfeljebb
egy 0-t6l kiilonb6z6 elem maradjon.

Példa

Nullazzuk ki a determinans 3. oszlopat a 3. eleme, az 1
segitségével, majd fejtsiik ki a determinanst.

1 -1 2
2 -1 3
1 11
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Nullazas

Az el6z6 tételt felhasznalva barmely determinans barmely sora,
vagy oszlopa "kinullazhaté", vagyis elérhetd, hogy benne legfeljebb
egy 0-t6l kiilonb6z6 elem maradjon.

Példa

Nullazzuk ki a determinans 3. oszlopat a 3. eleme, az 1
segitségével, majd fejtsiik ki a determinanst.

1 -1 2
2 -1 3
1 1 17
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El6szor vonjuk ki a 2. sorbdl a 3. sor 3-szorosat:

1 -1 2 1 -1 2
2 -1 3|=|-1 -4 0],
1 11 1 11
majd az 1. sorbdl kivonjuk a 3. sor 2-szeresét:
1 -1 2 -1 -3 0
1 —4 0|=|-1 -4 0
1 11 1 11
Ezutan a determinanst kifejthetjiik az utolsé oszlopa szerint:
-1 -3 0 1 _3
-1 -4 0 :0+0+1-(—1)6-’ ] _4’:1.
1 11
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Determinanselméleti tételek

Determinansok szorzastétele

Ha A és B azonos méretii négyzetes matrixok, akkor:
|AB| = |A[ - B,

azaz azonos méret(i négyzetes matrixok szorzatanak determinansa a
determinansok szorzata.
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Determinanselméleti tételek

A ferde kifejtés tétele

Legyen
a1 di12 ... din
do1 ad22 ... aop
A=| . .|, ahol n > 1.
dnl dan2 dnn

Ha i # j, akkor

2 k=1 aikAjk = 0,
azaz ha determinans egy soraban lévd elemeket egy masik sordhoz
tartozé adjungaltakkal szorozzuk, és a szorzatokat sszeadjuk,
akkor 0-t kapunk.
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Alkalmazzunk ferde kifejtést az alabbi determinansra az 1. és 3.
sorok szerint:

1 -2 1
2 -1 2
2 1 2
-2 1 1 1 1 -2
N I e RC PP R NC S Pl B

=1-1--34+(-2)-(-1)-0+1-1-3=0.
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Linearis egyenletrendszer

axy +apxo+...+anxp, = b
ax1+amxo+...+amx, = b
aniX1 + amxo + ...+ amxn = by

A fenti egyenletrendszer egyiitthatématrixa:

dil d12 ... din
dp1 az2 ... aop
dnl Aan2 ... apn

Szabalyos linearis egyenletrendszer

Ha egy linearis egyenletrendszerben ugyanannyi egyenlet szerepel,
mint valtozé, valamint egyiitthatématrixanak a determinansa nem
0, akkor szabalyosnak nevezziik.

<
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Linearis egyenletrendszer

Cramer-szabaly

Ha egy linearis egyenletrendszer szabalyos, akkor egyetlen
megoldasa van, mégpedig a kovetkezé:
ail ... aii—1 b1 aiiy1 ... ain
a1 ... axi—1 b aj+1 ... d2n
oo L@ . anio1 bn apiy1 ... amn
;=
dil d12 ... din
do1 a2 ... ap
dpnl dp2 ... Aann
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Linearis egyenletrendszer

Tehat a fenti tétel azt mondja ki, hogy csak egy megoldas létezik,
vagyis az xi, ..., x, valtozéknak csak egyféleképpen lehet agy
értéket adni, hogy az egyenletrendszer egyenletei teljesiiljenek.

Sé6t, a tétel meg is hatarozza, hogy mik ezek az értékek: x; értékét
egy tort adja meg, amelynek nevezéje az egyenletrendszer
egylitthatématrixanak determinansa (amely nem 0, mert az
egyenletrendszer szabalyos!), a szamlaléban pedig az i. oszlopot
kicseréljiik a konstansok oszlopaval.
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Linearis egyenletrendszer

Példa

Ha az alabbi linearis egyenletredszer szabalyos, oldjuk meg
Cramer-szabaly segitségével.

2x> — X3 = 1
—x1+2x+2x3 = 2
2x1 + xo = -1

Az egyiitthatématrix determinansa:

2
2 2|=13
1
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Linearis egyenletrendszer

Példa

Ha az alabbi linearis egyenletredszer szabalyos, oldjuk meg
Cramer-szabaly segitségével.

2x> — X3 = 1
—x1+2x+2x3 = 2
2x1 + xo = -1

Az egyiitthatématrix determinansa:
0 2 -1

-1 2 2|=13#0,
21 0

igy szabalyos az egyenletrendszer.
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Linearis egyenletrendszer

Mivel szabalyos a linearis egyenletrendszer, alkalmazhaté a
Cramer-szabaly, egyetlen megoldas létezik:

12 -1
2 2 2
11 ol —10
= 13 ~ 13
0 1 -1
1 2 2
2 -1 0 7
Xy = =2
13 13
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Linearis egyenletrendszer

0 2 1

-1 2 2
2 1 -1 1
X3—1—3—T3.

~10 7 1

=3
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Linearis egyenletrendszer

FONTOS!!! J

A Cramer-szabaly NEM alkalmazhaté olyan esetben, ha az
egyenletrendszernek nem ugyanannyi egyenlete van, mint valtozéja.

A Cramer-szabaly NEM alkalmazhat6 olyan esetben, ha az el6z6
feltétel teljesiil, azonban az egyiitthatématrix determinansa 0.
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Gondolkodnivalék — Determinansok

1. Gondolkodnivalé

Determinanselméleti tételek segitségével hatarozzuk meg a
kovetkez6 n x n-es determinanst:

1 1 1 11 1

2 1 212

3 1 1 3 1

4 1 11 4

n—1 11 1 1 n—1
n 1111 1
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Gondolkodnivalék — Determinansok

2. Gondolkodnivald

Determinanselméleti tételek segitségével hatarozzuk meg a
kovetkez6 n x n-es determinanst:

0 ... 001
0O ... 020
0O ... 300
n 0 0O
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