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Tudnivaldk

@ Honlap: http://www.math.u-szeged.hu/ katai

o Jegyzet: Megyesi LaszI6: Linearis algebra.

o Vizsga: irasbeli (beugréval), feltétele a Linearis algebra
gyakorlat teljesitése.

1. el8adas Matrixok


http://www.math.u-szeged.hu/~katai

1. Eléadas

Megyesi Lasz|6: Linearis algebra, 42. — 46. oldal.




Matrixok, matrixmiveletek |

@ n X m-es matrix: tablazat n sorral és m oszloppal.
o KEREK zardjelek kdzdtt.
o Elemei VALOS szamok.
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@ A matrixokat altalaban az ABC elejérél vett nagybetiikkel
jeloljik (A, B, C...).
A € R5%6: 5 sorbél és 6 oszlopbdl all6 valés szamokat
tartalmazé matrix.

o A matrix eleme: a B matrix i. soranak j. elemére
hasznalhatjuk a b jeldlést, de ugyanezt az elemet (B);j-vel is
szokas jeldlni. Az elemeket az oszlopokban fentrél lefelé, mig a
sorokban balrél jobbra szamozzuk.
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Sitéde "termelési" és "arfolyam" matrixa

liszt viz s6 energia
kenyér /0.8 03 1.1 2.4
kifli 03 01 04 1.1
zsomle \ 0.5 0.2 0.6 1.9

dec. 1. dec. 2. dec. 3.

liszt 15 13 12
viz 10 11 14
s6 23 12 17
energia 9 11 13
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Mennyibe keriilt 1 kenyér elallitasa dec. 1-én?

liszt viz s6 energia
kenyér /0.8 03 1.1 2.4
kifli 03 0.1 04 1.1
zsomle \ 0.5 0.2 0.6 1.9

dec. 1. dec. 2. dec. 3.

liszt 15 13 12
viz 10 11 14
s6 23 12 17
energia 9 11 13

Egy kenyér elallitasa
08-15+03-104+1.1-23+24-9=619

Ft-ba keriilt.
Hasonloképpen kiszamithat6 a kovetkezé tablazat minden eleme.
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liszt viz s6 energia
kenyér /0.8 0.3 1.1 2.4
kifli 03 0.1 04 1.1
zsomle \ 0.5 0.2 0.6 1.9

dec. 1. dec. 2. dec. 3.

liszt 15 13 12
viz 10 11 14
sé 23 12 17
energia 9 11 13

dec. 1. dec. 2. dec. 3.

kenyér 61.9 53.3 63.7
kifli 24.6 21.9 26.1
zsomle 40.4 36.8 43.7
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Matrixszorzas

Ha A n x m-es, B pedig m x k-as matrix, akkor létezik a szorzatuk,
A - B, amely n x k-as matrix. Mas esetben a szorzat nem létezik.

Ha létezik az A - B szorzatmatrix, akkor az i. soranak j. elemét a
kovetkez6képpen kapjuk: osszeszorozzuk A i. soranak elemeit B j.
oszlopanak megfelels elemeivel (a szorzétényez6k mérete miatt
mindkettének ugyanannyi, m db eleme van), majd az igy kapott
szamokat Gsszeadjuk.
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SEDIEEINCE
- 2 3 1 22
c1=0:-141-04+2-(-2)=—4

c2=0-24+1-(-1)+2-3=5

c1=(-1)-14+2-0+3-(=2)=—7
C22:(—1)'2+2‘(—1)+3'3:5
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0 1 2) (-4 5>
. 0o -1 | =
<—1 2 3 5 3 -7 5
c1=0:-141-04+2-(-2)=—-4
c2=0-2+1-(-1)+2-3=5

1 =(-1)-14+2-0+3-(=2)=—7
C22:(—1)'2+2‘(—1)+3'3:5

1. el8adas Matrixok



Matrixszorzas definicidja

Legyen A n X m-es, B pedig m x k-as matrix:

a1 ai2 ... daim bll e blk
a1 a2 ... am b21 Ce b2k
anl an2 ... dmm bml bmk

Ekkor az A - B matrix n x k-as és i. soranak j. eleme:

(A : B)U = Z djt - btj.

t=1
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Osszeadas

Ha A n x m-es és B is n X m-es matrix, akkor &sszeadhatdk, és az
Osszegiik is n x m-es lesz, azaz csak azonos méret(i matrixok
adhatok ossze.

Az Ssszegmatrix /. soranak j. eleme A i. sora j. elemének és B i.
sora j. elemének az Gsszege, azaz a matrixokat elemenként adunk
ossze.

(A+ B)jj = ajj + bjj.
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1 -2 2 -1 C11 C12
4 +10 1 = C1 2
2 1 2 4 C31 €32

c1=1+2 c2=(-2)+(-1)
1=34+0 cp=4+1
31=24+2 cp=1+4
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1 -2 2 -1 3 -3
3 4 +1 0 1 =| 3 5
2 1 2 4 4 5

cn=1+2 c=(-2)+(-1)
1=34+0 cp=4+1
31=24+2 cpp=1+4
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Matrix szorzasa skalarral

Skaldr=szam...

_

Mindig létezik.

Matrixot Ggy szorzunk A skalarral, hogy minden elemét
megszorozzuk A-val.
()\A),’j = )\a,-j.
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o O O

o O O
N———
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Transzponalas

Matrix transzponaltja mindig létezik. Egy n x m-es matrix
transzponaltja m X n-es.

Az eredeti matrix sorait beirjuk az oszlopokba.
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Miveleti tulajdonsagok

Az O6sszeadas kommutativ:
A+ B =B+ A
Valamint asszociativ:

(A+B)+C=A+(B+C).

Mit értiink a fentiek alatt?

Azt, hogy valahanyszor az adott egyenl6ség egyik oldala
értelmezett, mindannyiszor a masik oldal is, és ekkor a kapott két
matrix megegyezik.
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Miveleti tulajdonsagok

A szorzas asszociativ: I

(A-B)-C=A-(B-C).

A szorzas disztributiv az 0sszeadasra nézve, mindkét oldalrél:

A (B+C)=A-B+A-C
(B+C)-A=B-A+C-A.
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A SZORZAS NEM KOMMUTATIV!!! |

Elsfordulhat, hogy A - B létezik, de B - A nem.

Példa
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A SZORZAS NEM KOMMUTATIV!!! |

El6fordulhat, hogy A - B és B - A is létezik, de kiilonb6z8 méretiiek.

(2)(12=(5 %)
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A SZORZAS NEM KOMMUTATIV!!! J

Ha A- B és B - A is létezik, és raadasul egyforma méretiiek, akkor
sem biztos, hogy egyenl6k.
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Miiveleti tulajdonsagok alkalmazasa

Tetsz6leges A, B n X n-es matrixokra:

(A+B)?=(A+B) - (A+B)=(A+B)-A+(A+B)-B=
=A°+B-A+A-B+ B2

De a szorzas nem kommutativ, igy

A4+B-A+A-B+B>+£A>+2.A-B+ B2
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Azonossagok

Hatvanyozas azonossagai

A szorzas asszociativitasa miatt a kovetkezék érvényesek
tetszéleges A n x n-es matrixokra:

An'Am — An—I—m’
(An)m = AMM.

Transzponalas azonossagai

Tetszéleges A n x k-as és B k x m-es matrixra érvényesek:

(AT)T = A,
(A'B)T = BT.AT.
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Szimmetrikus matrix

Egy matrix szimmetrikus, ha megegyezik a transzponaltjaval.
AT = A. )
1 -1 2
1 0 -4
2 -4 -3

Természetesen minden szimmetrikus matrix négyzetes, azaz
n x n-es.
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Triangularis matrix

Definicié

Egy n x n-es matrixot triangularisnak neveziink, ha a f6atléja alatt
(vagy felett) minden elem 0.

Példa — Felsé triangularis matrix

1 -2 30
0 3 23
0 0 -2 3
0O 0 0 4
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Triangularis matrix

Definicié

Egy n x n-es matrixot triangularisnak neveziink, ha a f6atléja alatt
(vagy felett) minden elem 0.

Példa — Alsé triangularis matrix

1 0 00
-2 3 00
-4 0 -2 0

01 2 4
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Diagonalis matrix

Definicié

Egy n x n-es matrixot diagonalisnak neveziink, ha csak a
féatléjaban lehetnek 0-tdl kiilonbdzé elemek.
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Diagonalis matrix

Definicié

Egy n x n-es matrixot diagonalisnak neveziink, ha csak a
féatléjaban lehetnek 0-tdl kiilonbdzé elemek.

Peélda2

o O O o
o
>~ O O O

O O O =
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Egységmatrix

Definicié

Az n X n-es egységmatrix az a matrix, amelynek féatléjaban végig
1-esek, mindenhol mashol 0-k vannak. Jele: E,.

Példa

By =

o O~
o = O
= O O

Az egységmatrix a szorzasra nézve gy viselkedik, mint az 1 a valés
szamok szorzasara nézve: barmely A n x n-es matrix esetén

E,A= AE, = A.
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/Zéromatrix

Definicié

Az n X n-es zérématrix az a matrix, amely csak 0-kat tartalmaz.
Jele: Z,.

Példa

Z3 =

o O O
o O O
o O O

A zérématrix a szorzasra nézve agy viselkedik, mint a 0 a valds
szamok szorzasara nézve: barmely A n x n-es matrix esetén

ZA=AZ, = Z,.
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Matrixok blokkokra bontasa

Egy matrix felfoghat6 agy is, mintha tobb kisebb matrixbél allna,
azaz a matrixok blokkokra bonthatdk.
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Matrixok blokkokra bontasa

Az el6z6 matrix négy blokkja négy kisebb matrix:

2 3 -11 1 0
Aun=| -2 3 2 1 Ap=|( -1 4
-1 2 2 1 -1 0

An=(0 12 3) Ap=(45)

Az el6z6 matrix igy is irhaté a kis matrixok segitségével:
< Anir Ar )
A Axn )
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Matrixok blokkokra bontasa

Blokkokra bontott matrixokat is a szokasos mdédon szorzunk dssze.
Ha A és B a kovetkezsképpen bomlanak blokkokra:

A11 A12 Bll Bl2
A= ; B= )
( A Ax ) < Bx1 B )

akkor a szorzatuk:

A_B_<A11'311+A12'321 A11'312+A12-322>
Ani-Bii+An - Bau An-Biot+Axn-Bxn /)

Természetesen ekkor az eredményt is blokkokra bontott alakban
kapjuk.
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Matrixok blokkokra bontasa

A.B:(A11'311+A12'321 A11-B12+A12'322>
Ac1-Bi1+Ax By A -Bio+Axn-Bxn )

Mivel A1, Bi1, A1z, Bia,... nem valds szamok, hanem matrixok,
igy nem mindig szorozhat6k dssze. Azaz nem mindegy, hogy A és
B felbontasaban a blokkokat milyen méretiire valasztjuk. Rossz
felbontas esetén eléfordulhat, hogy a két matrixot nem lehet
blokkosan Gsszeszorozni.
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Matrixok blokkokra bontasa — Példa

Szorozzuk dssze a matrixokat blokkosan

2 -1 3|1 Ul 5
0|2 3
4 1 2|0
0 0 0|5 ik L
210 1
Jeldljiik a matrixok blokkjait:
01 1
2 -1 3|1
4 1 20 :<A11 A12> 02 3 :(311 B>
0 0 o0ls Ay Axn )| 014 1 Bo1 B
210 1
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Ekkor a szorzat:

( A11B11 + A12B21 A11Bis + A12B» >
A21B11 + A2 Bo1 A2 Bis + A2 Bx»

azaz

NO O O
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Gondolkodnivalék — Matrixok

1. Gondolkodnivalé

Legyen A tetszéleges n x k méreti matrix. Adjunk meg olyan P,
illetve @ matrixokat, melyekre a PAQ szorzat egy olyan 1 x 1-es
matrix, mely az A matrix /. soranak j. elemét tartalmazza.
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Gondolkodnivalék — Matrixok

2. Gondolkodnivalé

Legyen A n x m-es, B pedig k x |-es matrix. Mi a feltétele
(természetesen n, m, k és | vonatkozasaban) annak, hogy
O AB létezzen, de BA nem;

@ AB létezzen, BA is, de ne legyenek azonos méretiiek;

© AB létezzen, BA is, és legyenek azonos méretiiek.
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Gondolkodnivalék — Matrixok

3. Gondolkodnivalé
Szamitsuk ki az alabbi matrixot:

n
(é i) , ahol n € N.
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