13. Elésadas
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Mintavizsga:

http://www.math.u-szeged.hu/"katai/linalkgl4/mintavizsga.pdf

Az 1. és 2. feladatbdl Gsszesen legalabb 25 pontot el kell érni,
kiilonben a vizsga elégtelen.
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1. Feladat. (10 x 2 pont) Déntse el az alabbi allitasokrol, hogy igazak-e.
Helyes valasz 2 pont, hibas valasz —1 pont, ha nincs valasz, 0 pont.

Ha A és B azonos méretii négyzetes matrixok, akkor AB = BA.

Ha egy determinans két sorat felcseréljiik, akkor az értéke nem val-
tozik.

Ha egy linearis egyenletrendszernek nincs megoldasa, akkor a bévitett
matrixanak lépcsés alakjaban van ellentmondé sor.

Barmely V vektortér és vi, v, vz € V esetén vi +2vo — v3 € [vq, vp].
Ha a Leontyev-inverz tartalmaz pozitiv szamot, akkor a gazdasag
miikodsképes.

Ha egy vektor koordinatasora egy bazisban (1, 2, —1), akkor a bazis
barmely vektoraval kicserélhetd.

Az (1,-1,2),(—2,2,—4) vektorrendszer rangja 2.

Azonos méret(i invertalhaté matrixok szorzata is invertalhaté.

Ha egy kvadratikus alak matrixanak féminorjai: —1, —2, —3, akkor a
kvadratikus alak negativ definit.

-2 3

Az ( 12 > matrixnak sajatértéke a 2.
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Az 1. Feladatban csak azt kell eldénteni, hogy igaz vagy hamis az
allitas, de most indokoljuk is a valaszokat.

1.1. Feladat. Ha A és B azonos méretii négyzetes matrixok, akkor
AB = BA. J

Az allitas hamis. Egy ellenpélda:
1 2\ (1 4)_ 1 10
-2 3 0 3) \\ -2 -1’
1 4\ 1 2\ [ -7 14
0 3 -2 3) \ -6 9 /)
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1.2. Feladat. Ha egy determinans két sorat felcseréljiik, akkor az
értéke nem valtozik.

Az allitas hamis, ugyanis a kdvetkezd determinanselméleti tétel

szerepelt:

Ha egy determinans két sorat felcseréljiik, akkor az értéke
(-1)-szeresére valtozik.
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1.3. Feladat. Ha egy linearis egyenletrendszernek nincs megoldasa,
akkor a bévitett matrixanak lépcsés alakjaban van ellentmondé sor.

Az allitas igaz. Ha egy linearis egyenletrendszernek nincs megoldasa
az ekvivalens azzal, hogy a bdvitett matrixanak lépcsés alakjaban
van ellentmondé sor, ahogy ezt az alabbi tételben is
megfogalmaztuk.

Tétel

Linearis egyenletrendszernek pontosan akkor nincs megoldasa, ha
bévitett matrixanak lépcsés alakjaban szerepel ellentmondé sor,
azaz a kovetkezé:

(00 ... 0]c),

ahol c € R és ¢ # 0.

13. el8adas Mintavizsga megoldasa



1.4. Feladat. Barmely V vektortér és vq, v, v3 € V esetén
vi+2w — w3 € [Vl, V2].

Az allitas hamis. Példaul, ha V = R?, v; = (1, -2), vo = (2, —4)
és v3 = (0,—3). Mivel a vq, v» vektorok egy egyenesbe esnek az
allitas nem teljesiil, ugyanis

vi+2vo—v3= (57 _7) ¢ [(17 _2)7 (27 _4)]'

1.5. Feladat. Ha a Leontyev-inverz tartalmaz pozitiv szamot,
akkor a gazdasag miikodsképes.

Az allitas hamis. Ugyanis a gazdasag pontosan akkor miikddéképes,
ha a Leontyev-inverz nem tartalmaz negativ szamot, tehat az nem
elég, hogy van benne pozitiv szam.
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1.6. Feladat. Ha egy vektor koordinatasora egy bazisban
(1, 2, —1), akkor a bazis barmely vektoraval kicserélhets.

D—

Az allitas igaz, ugyanis a kovetkezd tétel teljesiil:

Ha vi,...,v, egy bazisa V-nek és v € V, akkor a
Vi,...», Vi—1,V, Vit1,..., Vn

vektorrendszer pontosan akkor bazisa V-nek, ha a v vektor v;-re
vonatkozé koordinataja nem 0.
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1.7. Feladat. Az (1,-1,2),(—2,2, —4) vektorrendszer rangja 2. J

Az allitas hamis. Mivel a két vektor linearisan fliggé vektorrendszert
alkot: (—2,2,—4) = (-2)-(1,—1,2) a vektorrendszer rangja 1.

1.8. Feladat. Azonos méretii invertalhaté matrixok szorzata is
invertalhato.

Az allitas igaz. Egy matrix pontosan akkor invertalhaté (azaz
letezik az inverze), ha a determinansa nem 0. Legyen A és B
n X n-es nem 0 determinanst matrixok, ekkor a determinansok
szorzastételét felhasznalva kapjuk:

|AB| = |A| - |B| 0,
igy AB, is invertalhaté.
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1.9. Feladat. Ha egy kvadratikus alak matrixanak féminorjai:
—1, -2, -3, akkor a kvadratikus alak negativ definit. J

Az allitas hamis. A negativ definit kvadratikus alakok a
féminorokkal a kovetkezéképpen jellemezheték:

Egy g kvadratikus alak pontosan akkor negativ definit, ha
matrixanak féminorai valtakozé el6jeliiek: az 1 x 1-es negativ, a
2 x 2-es pozitiv, a 3 x 3-as negativ, stb.
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1.10. Feladat. Az ( 5 3

12 > matrixnak sajatértéke a 2. J

Akkor lesz a 2 az A matrix sajatértéke, ha az A — 2E matrix
determinansa 0.

1

]A—2E|:‘ ] ‘:3;&0,

tehat az allitas hamis.
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1. Feladat. (10 x 2 pont) Déntse el az alabbi allitasokrol, hogy igazak-e.
Helyes valasz 2 pont, hibas valasz —1 pont, ha nincs valasz, 0 pont.

Ha A és B azonos méretii négyzetes matrixok, akkor AB = BA. h
Ha egy determinans két sorat felcseréljiik, akkor az értéke nem val- | h
tozik.

Ha egy linearis egyenletrendszernek nincs megoldasa, akkor a bévitett | i
matrixanak lépcsés alakjaban van ellentmondé sor.
Barmely V vektortér és vq, vo, vz € V esetén vy +2vo — vz € vy, vo]. | h
Ha a Leontyev-inverz tartalmaz pozitiv szamot, akkor a gazdasag | h
miikodsképes.
Ha egy vektor koordinatasora egy bazisban (1, 2, —1), akkor a bazis | i
barmely vektoraval kicserélhetd.
Az (1,-1,2),(—2,2,—4) vektorrendszer rangja 2. h
Azonos méret(i invertalhaté matrixok szorzata is invertalhaté. i
Ha egy kvadratikus alak matrixanak féminorjai: —1, —2, —3, akkora | h
kvadratikus alak negativ definit.

Az ( _12 5 > matrixnak sajatértéke a 2. h
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2. Feladat. (6 x 5 pont) A tablazatba csak a végeredményeket irja be.
A részfeladatokra 0 vagy 5 pont kaphaté.

1 -2 3
Hatarozza megaz | —2 3 4 | determinans értékét.
-1 3 2
X1 —Xo+X3 = 1
Hatarozza meg az xp +2x3 = 1 linearis egyenlet-
X1+ 3X3 = 2

rendszer altalanos megoldasat.
Adja meg az (1,0,1), (-1,1,2), (1,—2,—2) bazisban a v =
(1,—-1,1) vektor koordinatait.

1 -1 2 1
Szamitsakia | —1 1 3 2 | matrix rangjat, valamint
-1 1 8 3
adja meg egy maximalis méret(i nemeltiin aldeterminansat.
1 -1 2
Az 1 3 =2 | matrix egy sajatértéke a 2. Adja meg
-2 -2 6

a 2 sajatérékhez tartozé sajataltér egy bazisat.

Hatarozza meg az x1 — 2X1X2 + 2X1X3 + 2x2 + 2x kvad ratlkus

nn I
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1 -2 3

2.1. Feladat. Hatarozza meg az | —2 3 4 | determinéans
-1 3 2

értéket.

Az els6 oszlopot az elsé elemével kinullazunk, majd az elsé oszlopa
szerint kifejtjiik a determinanst:

1 -2 3 1 -2 3
—2 3 4|=|0 -1 10 |=1-1-(-5-10)=—15.
-1 3 2 01 5
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x1—X+x3 = 1
2.2. Feladat. Hatarozza meg az X2 +2x3 = 1 linearis
X1 + 3X3 = 2
egyenletrendszer altalanos megoldasat.

Gauss-eliminaciéval oldjuk meg (természetesen lehetne elemi
bazistranszformacié segitségével is):

1 -1 1|1 1 -1 1|1 1 -1 1)1
o 1 21 |~f{0 1 2|1 |]~[0 1 2|1
1 0 3|2 0 1 2|1 0 0 0f0

A |épcs8s matrix masodik sorabél: xo = 1 — 2x3, az elsé sorbdl:
x1=x2—x3+1=(1—-2x3) —x3+1=2—3x3. Tehat az
altalanos megoldas: szabad valtozé az x3, kotott valtozok az x; és
az xp, melyekre:

X1:2—3X3, X2:1—2X3.

Ellendrzés: Az egyenletrendszerbe visszahelyettesitve azonossagot

kell kapni.



2.3. Feladat. Adja meg az (1,0,1), (-1,1,2), (1,—2,-2)
bazisban a v = (1, —1,1) vektor koordinatait.

A koordinatak meghatarozasdhoz meg kell adni a kdvetkezé linearis
kombinacié esetén az egyiitthatok értékét:

X1(17 Oa 1) + X2(71a 15 2) + X3(17 *27 72) = (1) 717 1)

1 -1 1 1 1 -1 1 1
o0 1 -2|-1|~({0 1 =-2|-11]~
1 2 —-2|1 0 3 3]0

1 -1 1|1\ x=1
01 —2|-1] =1,
0 0 3|3 x3 = 1.
Tehat a v vektor koordinatai ebben a bézisban' ( 1,1).
Ellenérzés: 1(1,0,1) +1(-1,1,2) + 1(1,—-2,-2) = (1, -1,1).
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1 -1 2 1
2.4. Feladat. Szamitsakia | —1 1 3 2 | matrix rangjat,
-1 1 8 3
valamint adja meg egy maximalis méretli nemeltiiné
aldeterminansat.

A rangot elemi bazistranszformaciéval hatarozzuk meg:

‘ vi V2 V3 Wg Vo V3 V4
e | ¥ -1 2 1 oo 1 2 1
e|-1 1 3 2 e| 0 5 3
es|—-1 1 8 3 es| 0 10 4
Vo V4 Vo
vi| -1 — % vi| —1
V3 0 % - V3 0

Tehat a rang 3.



Az el6z6 tablazat segitségével egy nemeltiing aldeterminans is
megadhaté. Az 1., 2. és 3. sor (e1, ez, e3 keriilt ki a bazisbdl),
illetve az 1., 3. és 4. oszlop (v1, v3, v4 keriilt be a bazisba) altal

meghatarozott:
1 21
~1 3 2 |#0.
-1 8 3
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1 -1 2

2.5. Feladat. Az 1 3 —2 | matrix egy sajatértéke a 2.
-2 -2 6

Adja meg a 2 sajatérékhez tartozé sajataltér egy bazisat.

Ehhez az (A — 2E)x" = 0 homogén linearis egyenletrendszer egy
fundamentalis rendszerét kell megadni.

-1 -1 2 X1 0 —x1 —x2 +2x3 =0
1 1 -2 X2 = 0 = x1+x—2x3=0
-2 =2 4 X3 0 —2x1 — 2x0 +4x3 =0

Mivel az egyenletek egymas szamszorosai, elég az egyiket tekinteni,
a megoldas: x», x3 szabad ismeretlenek, és x; = —xy + 2x3.
A sajataltér egy bazisa: (—1,1,0), (2,0,1).
Ellen6rzés: (az egyik bazis vektorra)
1 -1 2 -1 2 -1
1 3 =2 1 = 2 =2 1
-2 -2 6 0 0 0
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2.6. Feladat. Hatarozza meg az x12 — 2x1x0 + 2x1x3 + 2x22 + 2x§
kvadratikus alak osztalyat (pozitiv/negativ definit/szemidefinit,
indefinit).

A kvadratikus alak matrixat diagonalis alakra hozzuk.

1 -1 1 1 -1 1 1 00
-1 2 0)]~10 1 1 |]~1011]~
1 0 2 0 1 1 011
100 1 00
011|~1010
0 0O 0 0O

Igy a kanonikus alak y? + y2, tehat a kvadratikus alak pozitiv
szemidefinit.
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2. Feladat. (6 x 5 pont) A tablazatba csak a végeredményeket irja be.

II ]
Mmtawzsga megoldasa
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1 -2 3
Hatarozza meg az | —2 3 4 | determinans értékét. —15
-1 3 2
x1—X+x3 = 1
Hatarozza meg az xo +2x3 = 1 linearis egyenlet- | x3 szabad v.
x1+3x3 = 2 x1 =2 —3x3
rendszer altalanos megoldasat. X =1—2x3
Adja meg az (1,0,1), (-1,1,2), (1,—2,—2) bazisban a v = (1,1,1)
(1,—1,1) vektor koordinatait.
1 -1 21
Szamitsa ki a -1 1 3 2 matrix rangjat, valamint | 3,
-1 1 8 3 1 21
adja meg egy maximalis méret(i nemelt{in6 aldeterminansat. -1 3 2
-1 8 3
1 -1 2
Az 1 3 —2 | matrix egy sajatértéke a 2. Adja meg | (—1,1,0)
-2 -2 6 (2,0,1)
a 2 sajatérékhez tartozé sajataltér egy bazisat.
Hatarozza meg az x1 — 2X1X2 + 2X1X3 + 2x2 + 2x§ kvadratlkus pozitiv
CMm




3. Feladat. (5 x 6 pont) Definialja az alabbi fogalmakat, illetve mondja
ki a tételeket.

Determinansok szorzastétele:

Definialja a vektorrendszer linearis fiiggetlenségét, valamint mondjon
ki két tételt, ami linearisan fliggé vektorrendszerre vonatkozik:

Vektortér bazisa, alterek dimenzidtétele:

Oszloprang, sorrang, matrix rangja, rangszamtétel:

Negativ definit kvadratikus alak (értékkészlet szerinti osztalyozassal):
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3.1. Feladat. Determinansok szorzastétele: )

Tétel

Ha A és B azonos méretii négyzetes matrixok, akkor:

[AB| = |A[ - |B],

azaz azonos méretii négyzetes matrixok szorzatanak determinansa a
determinansok szorzata.
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3.2. Feladat. Definialja a vektorrendszer linearis fiiggetlenségét,
valamint mondjon ki két tételt, ami linearisan fiiggé
vektorrendszerre vonatkozik:

Definicié

Legyen V valds vektortér, vq,...,v, € V és ay,...,a, € R.

A vi,...,v, vektorrendszer lineérisan fiiggetlen, ha

a1vy + ...+ apvy = 0-bol kdvetkezik, hogy a1 = ... = a, =0,

azaz a vektorok linearis kombinaciéja csak agy allitja el a 0
vektort, ha minden skalar nulla.

Tétel

Ha egy vektorrendszer tartalmazza a 0O vektort, akkor linearisan
fliggé.

Tétel

Ha egy vektorrendszer két vektora aranyos, akkor a vektorrendszer
linearisan fliggd.
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3.3. Feladat. Vektortér bazisa, alterek dimenziététele: )

Definicié

Vektortér bazisanak nevezziik a vektortér linearisan fliggetlen
generatorrendszerét.

Alterek dimenziététele
Legyen Ui, U két altere V-nek. Ekkor

dimU; +-dimU, = dim(U1 + U2) + dim(U1 N U2).
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3.4. Feladat. Oszloprang, sorrang, matrix rangja, rangszamtétel: |

Definicié

A matrix sorrangjanak nevezziik a matrix sorvektorrendszerének
rangjat. Oszlopvektorrendszerének rangjat a matrix
oszloprangjanak nevezziik. Matrix rangjanak nevezziik a
legnagyobb nem-0 aldeterminansanak a méretét.

Rangszamtétel

Barmely matrix sorrangja és oszloprangja megegyezik a rangjaval.
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3.5. Feladat. Negativ definit kvadratikus alak (értékkészlet
szerinti osztalyozassal): J

Definicié

Egy n valtozés g kvadratikus alakot negativ definitnek neveziink, ha
barmely xi, ..., x, esetén q(x1,...,x,) <0, és g(x1,...,x,) =0
csak akkor, hax; =...=x,=0
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4. Feladat. (10 pont) Legyen A tetszéleges n X k méretili matrix.
Adjunk meg olyan P, illetve @ matrixokat, melyekre a PAQ szorzat
egy olyan 1 x 1-es matrix, mely az A matrix /. soranak j. elemét
tartalmazza.

1. Vizsgaljuk, hogy mekkora legyen a P és a @ matrix mérete. )

Ahhoz, hogy a PAQ szorzat létezzen (az A matrix n x k méretii) a
P-nek n oszlopbél kell allnia, a Q-nak pedig k sorbdl, tovabba a
PAQ szorzat 1 x 1-es matrix:

P matrix 1 x n-es, a @ matrix k x 1l-es. )
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2. Meghatarozzuk a P;y, matrixot. J

A feladat szerint (PAQ)1x1 = (ajj)-nek kell teljesiilnie, ehhez
(PA)1xk matrixnak az A matrix i. sorat kell megadnia:

a1 ... 41 ... aik
PA=P. = ajj djk :(ail--~aij"'aik)‘
anl ... dpj ... Apk

Tehat P=(0 ... 010 ... 0)1xp, ahol az 1 az i. helyen szerpel.
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3. Meghatarozzuk a Q71 matrixot. J

A (PA)1xk matrix j. elemét kell megkapnunk a Qg «1-val valé
szorzassal, igy:

(PA) = (3,1 ,k) Q (311 <ajj ... aik) . 1 = (aij)v

ahol a Q matrixban az 1 a j. helyen szerepel.
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5. Feladat. (10 pont) Eléfordulhat-e elemi bazistranszformacié
soran, hogy a tablazat bizonyos szamok nem valtoznak? Ha igen,
akkor mely elemekkel fordulhat el6, és milyen esetekben?

A kovetkez8 esetben nem valtozik az elem:

@ Ha a general6 elem 1, vagy —1, akkor nem valtozik a generalo
elem helyére irt elem, hiszen a reciprokat vessziik.

@ Ha a generalé elem 1, akkor a soraban lévé tobbi elem
valtozatlan, mert 1-gyel osztottuk.

© ha a generalé elem —1, akkor az oszlopaban lévé tébbi elem
valtozatlan, mert (-1)(-1)-gyel osztottuk.

@ Ha a general6 elem soraban van 0, akkor a 0 elem teljes
oszlopa valtozatlan, mert 0-t vontunk ki beléle.

© Ha a general6 elem oszlopaban van 0, akkor a 0 elem teljes
sora valtozatlan marad, mert 0-t vontunk ki beléle.
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