11. Eléadas

Megyesi Laszl6: Linearis algebra, 98. — 108. oldal.
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Gondolkodnivalék — Leontyev-modell, Sajatérték

1. Gondolkodnivalé

Hatarozzuk meg, hogy az x valés paraméter mely értékeire lesz az
alabbi A matrix egy miikodsképes gazdasag raforditasi matrixa.

0.1 x
A= < 0.3 0.4 )

Ezen x értékek koziil, mikor lesz a (2, 3) arvektorral rendelkezs
termék el6allitdsa minden agazatban nyereséges?

A gazdasag akkor miikdéképes, ha a Leontyev-inverz nem
tartalmaz negativ értéket. Hatarozzuk meg az A matrix
Leontyev-inverzét: (E — A) l-et.
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Gondolkodnivalék — Leontyev-modell, Sajatérték

10 0.1 x 09 —x
E_A_<o 1)‘(0.3 0.4)_<—o.3 o.6>

inverzét kell meghataroznunk. Elemi bazistranszformacidkat

végrehajtva:
‘ a ar ‘ e ar ‘ e32 611
eg| 09 —x — e| 3 18—x" — a I8—x 18— ;
10 =X
e | —0.3* 0.6 a | —% -2 3 2
203" 0 1 3 9 | T8°x 18-x

ahol a masodik generalé elem valasztasnal természetesen fel kell
tenni, hogy x # 1.8, kiilénben nincs inverze. Az indexek szerint
rendezve megkapjuk a Leontyev-inverzet:

10,
(E—-A)*t= < T6x Thx )
1 3 :

1.8—x 1.8—x
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Gondolkodnivalék — Leontyev-modell, Sajatérték

10
2 3
(E_A)*l — ( [8-x T18x ) .
1.8—x 1.8—x
A gazdasag akkor miikdd&képes, ha a Leontyev-inverz nem
tartalmaz negativ értéket. Ahhoz, hogy az elss sor els6 eleme, és a

masodik sorban szerepl6 elemek ne legyenek negativak a nevezének
is pozitivnak kell lenni: 1.8 — x > 0= 1.8 > x.

Mivel a nevezdk pozitivak, igy az elsé sor masodik elemének
szamlaléjanak is nemnegativnak kell lennie: 13—0x >0=x>0.

Tehat a gazdasag miikddsképes, ha:

0<x<138
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Gondolkodnivalék — Leontyev-modell, Sajatérték

A feladat masodikrészében az a kérdés, hogy a miikodskepes
gazdasag esetén kapott x értékek koziil, mikor lesz a (2, 3)
arvektorral rendelkezd termék el6allitidsa minden agazatban
nyereséges. El6szor hatarozzuk meg a koltséget:

0.1 x
vA = (2 3)(0‘3 0.4>_(1'1 2x+1.2 ).

Az els6 agazat nyereséges (1.1 < 2). A masodik akkor nyereséges,
ha 2x + 1.2 < 3, tehat x < 0.9. Ezt a miikodsképességre
vonatkozé feltétellel Gsszevetve kapjuk:

0<x<0.9
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Gondolkodnivalék — Leontyev-modell, Sajatérték

2. Gondolkodnivalé

Adjuk meg, hogy az alabbi A matrixnak mely « értékekre lesz
sajatértéke a —5. Ezen a-ak esetén hatarozzuk meg a —5
sajatértékhez tartozé sajataltér egy bazisat.

—4 3 —4
A= 1 a—5 -2
-2 -6 «

A —5 pontosan akkor sajatértéke az A matrixnak, ha az A— (=5)E
matrix determinansa 0.

1 3  —4 1 3 —4
JA45El=| 1 a -2 |[=|0 a=3 2 |=(a=3)?=0.
-2 —6 a+5 0 0 «a-3

Tehat a —5 akkor lesz sajatértéke az A-nak, ha a = 3.
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Gondolkodnivalék — Leontyev-modell, Sajatérték

Az A matrix (oo = 3 esetén) —5 sajatértékéhez tartozé
sajatalterének egy bazisa az (A +5E)x" = 0 homogén linearis
egyenletrendszer fundamentalis rendszere.

1 3 —4 X1 X1 + 3X2 - 4X3 0
1 3 =2 X2 = x1 + 3x2 — 2x3 = 0
-2 —6 8 X3 —2x1 — 6x2 + 8x3 0

Ennek a homogeén linearis egyenletrendszernek az
egyiitthatématrixa, éppen az A matrix (o = 3 esetén).

1 3 —4|0 13
1 3 210 ]~(00
-2 —6 8 |0 00

—4]0
2 0 7 X1 i 0_3X27
0olo/) ® = ¥

Igy a sajataltér egy bazisa: (—3,1,0).
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Kvadratikus alakok ]

Definicié

Kvadratikus alaknak hivjuk a homogén masodfoka
tobbhatarozatlani polinomokat.

Példa

A kovetkez6 polinomok:

2 2 2 2 2
X7 s X] — 2x1X0 + X5, Xi + X3 — x1x3

kvadratikus alakok, hiszen benniik minden tag pontosan
masodfok, de az
X12 — 2xp, X1X2X3

nem kvadratikus alakok.
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Kvadratikus alak matrixa

Barmely kvadratikus alak a kévetkezéképpen irhato:

n n
KAKng g ajjXiX;,

i=1 j=1

azonban ha i # j, akkor a fenti felirasban ajjx;x; és ajix;x; is
szerepel. Természetes feltenni, hogy a;; = aj;, vagyis aj; és aj;
éppen az x;x; szorzat egyiitthatéjanak a fele. Ha ezt a feltevést
tessziik, akkor a kvadratikus alak matrixa:

a1 4d12 ... Adin

dip a22 ... aop
A=

din da2p ... dnpn

szimmetrikus matrix.
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Példa
Az 5X12 — 3x1x0 + 4x1x3 — 2x22 + 3xo0x3 — 4x§ kvadratikus alak
matrixa:

3
2 3 4
vagyis a matrix f6atléjaba keriilnek a négyzetes tagok egyiitthatdi,
a tobbi elem pedig a megfelelels vegyes tag egyiitthatéjanak a fele

lesz: példaul az 1. sor 3. eleme éppen az xjx3 egylitthatéjanak, a
4-nek a fele 2, de ugyanagy 2 keriil az 1. oszlop 3. elemébe is.

Az xAxT a kvadratikus alakot adja vissza:

5 —% 2 X1
(x1 x2 x3) f% -2 % x | =
2 % —4 X3

= 5x12 — 3x1x0 + 4x1x3 — 2x22 + 3xox3 — 4x§.
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Kanonikus alakra hozas

Definicié
Az olyan kvadratikus alakokat, melyekben nincs vegyes tag,
kanonikus alaki kvadratikus alakoknak nevezziik.

Kanonikus alak: x¥ + 2x3 — x3 vagy 2x7.

Egy kvadratikus alak kanonikus alakra hozhaté a matrixanak
felhasznalasaval is, ha kinullazzuk a kvadratikus alak matrixanak
sorait és oszlopait is. Eltérés a Gauss-eliminaciéhoz képest, hogy itt
az oszlopokat és a SOROKAT IS ki kell nullazni, és mindenképpen
a matrix féatléjaba esé elemmel.
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Megengedett lépés

A kvadratikus alak matrixan a kdvetkezé atalakitas végezhet6: a
matrix /. soranak c-szeresét hozzaadjuk a matrix j. sordhoz, majd
ezutan a matrix /. oszlopanak c-szeresét hozzaadjuk a matrix j.
oszlopahoz.

Példa

Hozzuk kanonikus alakra az

| A\

x12 — 2x1X0 + 4x1x3 + 2X22 — 2x0x3 + X§

kvadratikus alakot.

A kvadratikus alak matrixa:

11. eldadas Kvadratikus alakok, Stratégiai viselkedés




El6szor a f6atl6 elsé elemével nullazzuk ki az oszlopat, majd a sorat.

1 -1 2 1 -1 2 1 0 O
-1 2 -1 |~ 0 1 1 ~1 01 1
2 -1 1 0 1 -3 01 -3

A kovetkez§ lépésben a f6atl6 masodik eleme segitségével nullazzuk
ki az oszlopat és a sorat:

1 0 O 10 O
01 1 ~ 01 O
0 0 —4 0 0 —4

Tehat a kvadratikus alak (egyik) kanonikus alakja yZ + y2 — 4y2.

Megjegyzés

A kanonikus alakra hozas soran a valtozék szdma csdkkenhet.
Peéldaul az X12 + 2x1X0 + x22 kvadratikus alak (egyik) kanonikus
alakja y?.
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Egy trikk

Mi van akkor, ha egy kvadratikus alak matrixanak a féatl6jaban
nincs alkalmas nem-0 elem, amivel ki lehetne nullazni az oszlopat /
sorat?

Ekkor végre kell hajtani egy specialis atalakitast a matrixon: keresni
kell egy olyan sort, melyben a féatléban [évé elem 0, viszont van
0-t6l kiilonbozé elem a sorban, majd ezt a nem-0 elemet be kell
vinni a féatléba a kdvetkezé példaban leirt médon.

Hatarozzuk meg a x? + 2xox3 kvadratikus alak kanonikus alakjat.

A matrixa:
1 00
0 01
010

Lathaté, hogy nincs alkalmas "nullazé elem" a f84atlé 2. helyén.
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A kovetkezsképpen allithatunk el6 "nullazé elemet": adjuk hozza a
3. sor felét a 2. sorhoz, és a 3. oszlop felét is a 2. oszlophoz:

1 00 1 00 1 00

001 |~(031]~|011

010 010 010
Most mar van megfelels "nullazé elem":

1 00 1 0 0 1 0 O

011 |~101 1 ~1 01 0

010 0 0 —1 0 0 —1

Igy az (egyik) kanonikus alak: yZ + y3 — y2.
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Tehetetlenségi tétel

FONTOS: a kanonikus alak nem egyértelmiien meghatarozott,
valéjaban a valtozok "sszekeveredhetnek", illetve az egyiitthatéik
is megvaltozhatnak (kivéve az elGjeliiket).

Tehetetlenségi tétel

Kvadratikus alak kanonikus alakjaban a pozitiv, illetve negativ
egyiitthat6ju négyzetes tagok szama meghatarozott.

Megjegyzés

Ha egy kvadratikus alak (egyik) kanonikus alakja példaul x? + x2,
akkor nem lehet egy masik kanonikus alakja yZ — y2 + y2. Vagyis a
kvadratikus alak kanonikus alakjaiban szereplé pozitiv, illetve
negativ indexek szama a kvadratikus alak egy jellemzgje.

11. eldadas Kvadratikus alakok, Stratégiai viselkedés



Kvadratikus alakok osztalyozasa (értékkészletiik szerint)

Egy n valtozés g kvadratikus alakot

@ pozitiv definitnek neveziink, ha barmely xi, ..., x, esetén
q(x1,...,xn) >0, és qg(x1,...,x,) = 0 csak akkor, ha
=000 =3 = 0),

@ pozitiv szemidefinitnek neveziink, ha barmely x, ..., x, esetén
q(x1,...,xp) >0, és van olyan (xi,...,xp) # 0, melyre
q(x1,...,xn) =0,

@ negativ definitnek neveziink, ha barmely xi, ..., x, esetén
q(x1,...,xn) <0, és g(x1,...,x,) = 0 csak akkor, ha
X1=...=x, =0,

@ negativ szemidefinitnek neveziink, ha barmely xi, ..., x, esetén
q(x1,...,xn) <0, és van olyan (x1,...,x,) # 0, melyre
q(x1,...,x,) =0,

@ indefinitnek neveziink, ha felvesz pozitiv és negativ értékeket is.
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o A g =x?+ x3 kétvaltozés kvadratikus alak pozitiv definit,
hiszen x? +x3 >0, és x? + x5 =0 = x; = x, = 0.

o Az g = x2 + 2x1x2 + x2 kétvaltozés kvadratikus alak pozitiv
szemidefinit, hiszen x? + 2x1x2 + x5 = (x1 + x2)? > 0,
ugyanakkor (x; 4+ x2)? = 0 teljesiil, ha x; = —x, pl:
g(~1,1) = 0.

o A g=x?—3x1x0+ x5 kétvaltozés kvadratikus alak indefinit,
hiszen q(1,0) =1 >0¢és g(1,1) = -1 < 0.
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Kvadratikus alakok osztalyozasa (kanonikus alakjuk szerint)

Egy n valtozés kvadratikus alak pontosan akkor

@ pozitiv definit, ha kanonikus alakjaban n db pozitiv
egylitthatéja valtozé van,

@ pozitiv szemidefinit, ha kanonikus alakjaban csak pozitiv
egylitthatéja valtozé van, de n-nél kevesebb,

@ negativ definit, ha kanonikus alakjaban n db negativ
egyiitthat6ja valtozé van,

@ negativ szemidefinit, ha kanonikus alakjaban csak negativ
egylitthatéja valtozé van, de n-nél kevesebb,

o indefinit, ha kanonikus alakjaban van pozitiv és negativ
egylitthatéja valtozé is.
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Hatarozzuk meg az X12 + 2x1x3 + x22 + 2x0x3 + 2x32 kvadratikus alak
osztalyat.

A kvadratikus alak matrixat diagonalis alakra hozzuk:

1 01 1 01 100
11 2 011 0 11

1 00 1 00
011 |~101P0
0 00 0 00

Igy a kanonikus alak: y? + y2. A kanonikus alakban csak pozitiv
egylitthaték vannak, azonban a valtozészama csokkent (3-rél 2-re),
ezért pozitiv szemidefinit a kvadratikus alak.

Ellenérzésképpen: ha x; = —1,x = —1,x3 = 1, akkor a
kvadratikus alak értéke tényleg 0.
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Pozitiv definit kvadratikus alakok

A pozitiv definit kvadratikus alakok mashogy is jellemezhet&k.
El8szor sziikség van a féminor fogalmara:

Definicio:

Négyzetes matrix k. fé6minoran az elsé k sor, illetve els6 k oszlop
kivalasztasaval ad6do aldeterminansat értjiik.

| A

Példa

1 -1
-1 3
aminek értéke 4 (vegyiik észre, hogy n x n-es matrix esetén az 1.
féminor mindig a matrix bal felsé eleme, az n. f6minor mindig
éppen a matrix determinansa).

matrix féminorai: 1, ’ ’ = 2, és a teljes determinans,
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Pozitiv definit kvadratikus alakok

Egy kvadratikus alak pontosan akkor pozitiv definit, ha minden
féminora pozitiv (azaz nem lehet 0 sem).

Példa

|

\f2x12 — gxlxz + 4x1x3 + 3x22 + 2v2x0x3 + 40x32

kvadratikus alak pozitiv definit, hiszen matrixa:

V2 -1 2
_% 3 \/i b
2 V2 40

melynek féminorai pozitivak: v2, 3v/2 — %, 33—0\@ — 13—8.
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Stratégiai viselkedés

Definicio

Ha egy agazat csak néhany vallalatbdl all, oligopdliumnak nevezziik.

Definicié

Ha egy agazat csak két vallalatbél all, duopdliumnak nevezziik.

Az a vallalat, amelynek néhany versenytarsa van, ha arra és

kibocsatasra vonatkoz6 déntéseket hoz, akkor minden agazati
szerepl6 reakcidjat figyelembe kell venni. A stratégiai dontések
kovetkezményeit a jatékelmélet segitségével lehet el6re jelezni.

A jatékokat lehet aszerint osztalyozni, hogy van-e a jatékosok
kozott dsszejatszas, ez alapjan kooperativ és nem kooperativ
jatékokat kiilonboztetiink meg.
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Nem kooperativ jatékok

Nem kooperativ esetben a jaték megoldasat adja az agynevezett
Nash-féle egyensulyi helyzetek keresése.

Nash-egyensuly

Egyensilynak neveziink egy helyzetet, ha egyik jatékosnak sem éri
meg egyoldaltan valtoztatni rajta, azaz nem nyer azon, ha
kimozdul az adott helyzetbdl.

Példa

Tekintsiink egy partszakaszt, amin két fagyiarus osztozkodik. a
vevék ahhoz az arushoz mennek, aki hozzajuk kdzelebb van. Hova
alljon a két arus, hogy a lehetd legtobb vevét szerezze meg?

A\

Tobbféle igazsagos elosztasa van a partszakasznak, de csak egy
olyan, ami egyensalyi helyzet: ha mindkét arus a partszakasz felénél
arulja a fagyit.
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Bimatrixjatékok

Tekintsiink egy kétszemélyes jatékot, ahol mindkét jatékosnak véges
sok stratégiaja van. Ekkor az egyes stratégiaparokhoz rendelhetiink
agynevezett kifizetéseket, amellyel azt abrazoljuk, hogy mennyit
nyernek a jatékosok, ha az adott stratégiapart valasztjak. Példaul
két-két startégia esetén:

Az els6 jatékos kifizetései:

2. jatékos
1. strat. | 2. strat.
1. jatékos 1. strat. ai ain
2. strat. as an»

A masodik jatékos kifizetései:

2. jatékos
1. strat. | 2. strat.
1. jatékos 1. strat. b11 b1
2. strat. bo1 byo
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Bimatrixjatékok

A kifizetéseket szokas egy matrixban abrazolni, ekkor az egyes
stratégiaparoknal szerepl6 értékek koziil az els6 mindig az els6
jatékos kifizetése (nyereménye), a masodik érték pedig a masodikeé:

2. jatékos

1. strat. | 2. strat.

1. jatékos 1. strat. | ai1,b11 | a1z, b1
2. strat. | a1, bo1 ano, byo

A legismertebb bimatrixjaték a fogoly-dilemma:
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Fogoly-dilemma

Két férfit fegyveres rablassal gyanusitanak, nincs dontd bizonyiték
elleniik, de 6k ezt nem tudjak. A rendér felajanlja mindegyikiiknek,
hogy ha bevallja a rablast, de a masik tagad, akkor a beismeré
vallomast tevé rabot felmentik, a tagadé rab 20 évet kap. Ha
mindketten vallanak, akkor az enyhit6 koriilmény, igy 5-5 évet
kapnak. Ha mindketten tagadnak, akkor a rajuk bizonyithaté tiltott
fegyverviselésért 1-1 évet kapnak.

11. eldadas Kvadratikus alakok, Stratégiai viselkedés



Fogoly-dilemma

A tablazat a kovetkezé:

2. rab
vall tagad
1. rab vall | =5,—-5 | 0,-20

tagad | —20,0 | —1,-1

Ha lenne kooperacidra lehet8ség, azaz 6sszebeszélhetnének, akkor
mindketten a tagadast valaszthatnak. Ha nincs lehetéség
kooperacidra, akkor Nash-egyensulyt kell keresni, azaz azt a
helyzetet, ahonnan egyik jatékosnak sem éri meg kimozdulni.

A vall-vall helyzet esetén, ha egyoldaltan mas stratégiat
valasztanak, akkor rosszabbul jarnak, tehat ez Nash-egyensdly.

Hasonlé helyzet fordul elé a fegyverkezési verseny, és a kartell
megallapodasok esetén.
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Legnagyobb kedvezmény elve

Duopdlium esetén (két vallalat alkotja az agazatot) tegyiik fel,
hogy a vallalatok csak két stratégia koziil valaszthatnak alacsony
vagy magas arat ajanlanak. A profit a kdvetkez8képpen alakul:

2. vallalat

alacsony | magas

1. vallalat  alacsony | 70,70 | 140,-10
magas | —10,140 | 100,100

A nem kooperativ esetben az egyensily az alacsony-alacsony
stratégiapar. Ez az, ahonnan nem éri meg egyoldalian kimozdulni.
A fogoly-dilemmahoz hasonléan a kooperacié ennél magasabb
kifizetést adna (magas-magas), de annak egyoldali megszegésével
jobban jarnak, tehat nem egyensuly.
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Legnagyobb kedvezmény elve

A legnagyobb kedvezmény elve azt jelenti, hogy a vasarlénak
megigérik, hogy ha a jov6ben barki masnak alacsonyabb arat
kinalnak, akkor neki is ezen az alcsonyabb aron adjak a terméket.
Ha az arvaltoztatas miatti koltséget 50 egységnek vessziik, akkor a
kovetkez6képpen alakul a profit:

2. vallalat

alacsony | magas

1. vallalat  alacsony | 70,70 | 90,-10
magas | —10,90 | 100,100

Tehat lemondanak arrél, hogy nyerjenek az arcsdkkentésen, ehelyett
egy olyan rendszert alakitottak ki, ahol az arcsokkentés
veszteséghez vezet. Elérték azt, hogy egyik vallalat se akarja az
arat csokkenteni.
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Gondolkodnivalék — Kvadratikus alak, Sratégiai viselkedés

1. Gondolkodnivalo

Vegyiik észre, hogy egy g kvadratikus alak pontosan akkor negativ
definit, ha —q pozitiv definit. Ezt felhasznalva adjuk meg a negativ
definit kvadratikus alakok jellemzését a matrixuk f6minorai
segitségével.
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Gondolkodnivalék — Kvadratikus alak, Stratégiai viselkedés

2. Gondolkodnivalé

Egy duopolium két tagjanak kifizetéseit (nyereségét) mutatja az
alabbi tablazat. A vallalatoknak két stratégiaja van, kicsi vagy nagy

kibocsatast valaszthatnak.

1. vallalat kicsi

2. vallalat
kicsi nagy
130,130 | 80,140
nagy | 140,80 | 50,50

Milyen stratégiat valasszanak, ha

(a) egyszerre lépnek a vallalatok;

(b) el6szor az 1. vallalat ép, azutan a 2. vallalat;

(c) el6szor az 1. vallalat, majd a 2. vallalat, végiil megint az 1.

vallalat lép.

11. el8adas

Kvadratikus alakok, Stratégiai viselkedés




