10. Eléadas
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Gondolkodnivalék — Matrix inverze, matrixegyenlet

1. Gondolkodnivalo
Hatarozzuk meg az

1 -2 3
0 -1 1
0 0 1

matrix inverzét.

Valamint igazoljuk altalanosan, hogy invertalhaté triangularis
matrixok inverze is triangularis.

Hatarozzuk meg a matrix inverzét elemei bazistranszformaciéval

agy, hogy mindig a féatléban lévs elemet valasztjuk rendre az elsé
oszloptdl kezdve:

‘ Vi V2 w3 ‘ &1 v V3
e |1¥ =2 3 ! 1 -2 3 N
|0 -1 1 e|0 —-1* 1
es| 0 0 1 es| 0 0 1
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Gondolkodnivalék — Matrix inverze, matrixegyenlet

‘ €1 €2 X3 ‘ €1 €2 €3

! 1 -2 1 v 1 -2 -1
vw| 0 -1 -1 w0 -1 1
s 0 0 17 |0 0 1

Mivel rendre a f6atlébél valasztottuk a generaléelemet, igy a v-s

sorok, és az e-s oszlopok indexei is sorban helyezkednek el, az
inverz a tablazatban szereplé matrix lesz:

1 —2 3\ * 1 -2 -1
0 -1 1 — (o -1 1
0 0 1 0 0 1

Altalanosan megfogalmazva:
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Gondolkodnivalék — Matrix inverze, matrixegyenlet

Invertalhaté triangularis matrixok inverze is triangularis.

Bizonyitas: Egy matrix invertalhaté (azaz létezik inverze), ha a
determinansa nem nulla. Mivel a triangularis matrixok
determinansa a féatléban lévé elemek szorzata, igy egy invertalhaté
triangularis matrix féatléjaban csupa 0-tdl kiilénb6zs elem van. Ha
az inverzét elemi bazistranszformaciéval szamitjuk, akkor el&szor
generaléelemnek valasztva a f64atlé elsd, majd masodik, stb.
elemét, a f64tl6 alatt (vagy felett) minden elem 0 marad (Id.: a
példat). Ugyanakkor ha elemi bazistranszformacidk soran minden
generaléelemet a f6atlobal valasztunk ki, akkor az indexek nem
fognak Osszekeveredni, igy nincs sziikség sor- és oszlopcserékre.

Tehat az inverz a tablazatban szerepl6 triangularis matrix lesz.
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Gondolkodnivalék — Matrix inverze, matrixegyenlet

2. Gondolkodnivalé

Oldjuk meg az alabbi matrixegyenletet a p val6s paraméter
értékétdl fliggden

1 -2\ (1 p
X'(-l 2>_(2—4>'
Mivel a matrixegyenlet XA = B tipusi, elészér transzponalni kell:

(52 )x=( %)

Igy mar beirhat6 a tablazatba.

‘ X1 X2 ‘ b1 b2 ‘ X2 ‘ b1 b2
e | 1* =11 2 — x|-1 1 2
e|—2 2| p -4 el 0 |p+2 0

10. eldadas Leontyev- modell, Sajatérték



Gondolkodnivalék — Matrix inverze, matrixegyenlet

1l eset: p+2#0=p# —2.

A matrixegyenletnek nincs megoldasa.

2. eset: p+2=0=p=-2.

Az x, szabad ismeretlen, végtelen sok megoldas van. Az x; az x»
segitségével hasonléan fejezheté ki, mint a linearis
egyenletrendszereknél: x; = xo + b;. A linearis egyenletrendszerek
megoldasai vektor alakban megadva az X7 matrix oszlopvektorait
alkotjak:

XT—<‘H‘;1 ngz):,x—(Zi; Z) a,beR
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Leontyev-modell

Tegyiik fel, hogy egy gazdasag 3 f6 agazatbdl all: mezégazdasag,
ipar és szallitdas. Mindegyik agazatnak 1 egységnyi termék
elsallitasdhoz sziiksége van mindharom agazat termékeire.

Raforditasi matrix

A gazdasag egy matrixszal irhat6 le, ezt raforditasi matrixnak
hivjuk. A matrix oszlopai mutatjak, hogy 1 egységnyi termék
elsallitasdhoz mennyi termékre szitkség az egyes agazatoktdl.

Példa

Raforditasi matrix:

M S
M /03 03 0.2
/102 01 02
S 0 02 02

N
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A raforditasi matrixszal kapcsolatban sok kérdés tehetd fel:

o Adott termékmennyiség el6allitasa soran mennyi terméket kell
legyartani?

o "Miikod6képes"-e a gazdasag?

@ Milyen arak mellett lehet az 6sszprofitot maximalizalni?

@ Milyen egyensilyi helyzetei vannak a gazdasagnak?
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Példa
Legyen egy gazdasag raforditasi matrixa:

M S

M /03 03 0.2
/102 01 02
S 0 02 02

Szeretnénk elsallitani 2 M, 1 | és 3 S terméket. Mennyi terméket
kell ehhez Gsszesen eléallitani (teljes kibocsatas)?

Az egyes agazatokban elSallitand6 termékek szamat vektorként is
megadhatjuk, jeldlje ezt p ( a példaban p™ = (2,1,3)), ez az
agynevezett netté kibocsatas. Jeldljik a raforditasi matrixot A-val,
ekkor 1 lépésben A - p termékre van sziikség. A probléma az, hogy
ezeknek a termékeknek az el6allitasdhoz is ismét A - Ap termékre
van sziikség, és igy tovabb. Igy kapjuk a p+ Ap + A’p+ A3p+ ...
végtelen sort.
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Végiggondolhatd, ha g a teljes kibocsatas, akkor ennyi termék
elsallitasakor Ag terméket hasznalunk fel, és még marad is p
termék:
qg=Aq+p.
Tehat
g=(E-A)""p.

A példaban szerepl6 raforditasi matrix és netté kibocsatas:

0.3 0.3 0.2 2
A=[o02 01 02|, p=|[1
0 0.2 0.2 3
Ekkor
0.7 —-03 -0.2
E—-A= —-0.2 09 -0.2
0 —-02 08

Ennek a matrixnak kell az inverzét meghatarozni.
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Az E — A inverze:

1.61 0.67 0.57
(E—A)"t=| 038 1.33 043
0.10 0.33 1.36

A teljes kibocsatas igy:

1.61 0.67 0.57 2 5.6
(E-—A)7'p=| 038 133 043 |- [ 1 | = 3.38
0.10 033 1.36 3 4.61
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Leontyev-inverz

Definicié

Ha A egy gazdasag raforditasi matrixa, akkor az (E — A)~!
matrixot az A matrix Leontyev-inverzének nevezziik.

A Leontyev-inverz mutatja meg, hogy egy-egy termék eléallitasdhoz
dsszesen mennyi kibocsatasra van sziikség. Minél kisebbek az
elemei, annal hatdkonyabb a gazdasag. Ha valahol negativ értékek
szerepelnek benne, az annak a jele, hogy a gazdasag hosszi tavon
nem miikod&képes.

10. eldadas Leontyev- modell, Sajatérték



MiikodSképes-e az a gazdasag, amelynek raforditasi matrixa:

05 04 03
A= 03 03 04
0.2 04 0.18

Ha a Leontyev-inverzben ((E — A)~!-ben) valahol negativ érték
szerepel, akkor a gazdasag nem miikddéképes.

—295.71 —320 —264.29
(E—A)1=| —23286 —250 —207.14
—185.71 —200 —164.29

TOTALIS KATASZTROFA

Az ok nyilvanvalé: a gazdasag miikodése tobbe keriil, mint
amennyit termel. llyenkor meg lehet vizsgalni, hogy megmenthets-e
a gazdasag, van-e esetleg olyan agazat, amelynek hatékonysagat
kicsit (kis koltséggel) ndvelve, a gazdasag mar miikddsképes.
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Valtoztassunk a probléma bemend adatain egy kicsit, és vizsgaljuk,
hogy mennyire valtozik a végeredmény (ez az tgynevezett
érzékenység-vizsgalat). Esetiinkben a helyzet mentheté:

05 04 03 05 04 03
A= 03 03 04 — 1 03 03 04 ,
0.2 04 0.18 0.2 04 0.17

467.78 502.22 411.11
(E— A1 = 36556 394.44 322.22
288.80 311.11 255.56

Ez sem tal hatékony gazdasag, hiszen a matrix elemei nagyok, de
legalabb mar miikddsképes.
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Profit, koltségek

A raforditasi matrix alkalmas az dgazatonkénti koltség és profit
meghatarozasara is.

Példa

Legyen egy gazdasag raforditasi matrixa:

05 04 03
A=| 03 03 04 |,
0.2 0.4 0.8

és legyen az agazatok termékeinek arvektora
v=(1 2 3).

Hatarozzuk meg az egyes agazatok egységnyi termékének
elsallitasakor keletkezs koltséget.
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A keletkezs koltség a vA képlet segitségével szamolhaté:

05 04 03
VA=(1 2 3)-[ 03 03 04 |=(17 22 164).
0.2 0.4 0.18

Lathato, hogy az els6 két agazat ilyen arak mellett veszteséges. Az
els6 agazat esetén 1 egységnyi arhoz 1.7 egységnyi el6allitasi koltség
tartozik, mig a masodik agazatnal a 2 egységnyi arhoz 2.2 koltség.
A harmadik agazat nyereséges, itt a profit 3 — 1.64 = 1.36 egység.

Korabban lattuk, hogy az a gazdasag, amelynek ez az A matrix a
raforditasi matrixa nem miikddéképes. Be lehet bizonyitani, hogy
egy gazdasag pontosan akkor miikodéképes (vagyis matrixanak
Leontyev-inverzében nem szerepel negativ szam), ha meg lehet gy
hatarozni az arakat, hogy semelyik dgazat se legyen veszteséges.
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Egyensilyi helyzet - zart gazdasag

Egyensulyi helyzet esetén dncéla a rendszer: a termelés felemészti
az Osszes terméket. Vagyis adott mennyiségii (p vektor) terméket
szeretnénk el@allitani, agy, hogy ehhez éppen p termékre legyen
sziikség:

Ap = p.
Ez a matrixok sajatértékének, sajatvektoranak fogalmahoz vezet.

Egy ilyen gazdasag nem igazan miikdd&képes, de ha valahonnan
kap megfelel6 mennyiségii kezdé terméket, akkor miikddik, azonban
valodi termelésre képtelen.
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Sajatérték, sajatvektor |

Definicié

Az A n x n-es matrixnak sajatértéke a \ valés szam, ha van olyan
v € R" nem-zérusvektor, melyre A-vT = \vT

Definicié

| A

Az A n x n-es matrixnak sajatvektora a v € R" nem-zérusvektor,
ha van olyan \ € R valés szam, melyre A- v’ = \v'.

| \

Megjegyzés

A definiciékban azért szerepel vl mert R" elemeit sorvektorokként
irjuk, de itt jobbrdl szorzunk a vektorral egy matrixot, amit csak
akkor tudunk elvégezni, ha oszlopvektorként szerepel.

A\
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Matrix sajatértéke, sajatvektora

1 2 . . .
Az A= 5 o > matrixnak sajatértéke a —3, és sajatvektora az
(1, —2), mert

(2 5)(5)-(¥)-=(%)
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Sajatértékek meghatarozasa

Az AxT = MxT feltétel valéjaban egy homogén linearis
egyenletrendszerre vezet, ugyanis

AxT = xT = (A= XE)x" =0.

Azt kell vizsgalni, hogy ennek a homogén linearis
egyenletrendszernek milyen feltételek mellett van nemtrivialis
megoldasa (ugyanis definicié szerint x nem-zérusvektor).

Ha A n x n-es matrix, akkor a fenti egyenletrendszer megoldasakor
n — r db szabad valtozé marad (ahol r az A — \E matrix rangja).
Mivel homogeén linearis egyenletrendszernek pontosan akkor van
nemtrivialis megoldasa, ha van szabad valtozéja, igy ez akkor
teljesiil, ha A — AE rangja kisebb, mint n, vagyis ha az A — \E
matrix determinansa 0.

Az A matrixnak X\ pontosan akkor sajatértéke, ha az A — AE matrix
determinansa 0.
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Definicié

Az |A — xE| polinomot az A matrix karakterisztikus polinomjanak
nevezziik.

Tétel

A X valés szam pontosan akkor sajatértéke az A matrixnak, ha A
gyoke A karakterisztikus polinomjanak.

Példa

w
—
A\

2 0

Hatéarozzuk meg a ( ) matrix sajatértékeit.

A matrix karakterisztikus polinomja:
3—x -1

V2
5 x =X 3x + 2.

Az x? — 3x + 2 = 0 egyenlet megoldasai: 1, 2. Tehat a matrix
sajatértékei: 1, 2.
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Példa

Hatarozzuk meg a < 2 01 > matrix sajatértékeit.

Karakterisztikus polinom:

’ 3-x -1 =x?—3x+4.

4 —X

Az x?> — 3x + 4 = 0 egyenlet megoldasanal a diszkriminans negativ
(D=(-3)>—4-1-4=-5), igy az x> — 3x + 4 polinomnak nincs
valés gyoke, azaz a matrixnak nincs valds sajatértéke.
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Sajataltér meghatarozasa

Tétel

Matrix adott sajatértékhez tartozé sajatvektorai alteret alkotnak.
Ezen altér neve: az adott sajatértékhez tartozé sajataltér.

Tétel

Az A matrix )\ sajatértékéhez tartozo sajatalterének egy bazisa
éppen az (A — AE)xT = 0 homogén linearis egyenletrendszer egy
fundamentalis rendszere.

Példa
Adjuk meg az

2 5 5
A=| 0 3 1
0 -2 0

matrix 2 sajatértékéhez tartozd sajatalterét.
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Az (A —2E)xT = 0 homogeén linearis egyenletrendszer:

0 5 5 X1 5x5 4+ 5x3 0
0 1 1 X2 = X2 + X3 = 0
0o —2 -2 X3 —2xp — 2Xx3 0

Azaz
5% +5x3 = 0
X2 + X3
—2xp —2x3 = 0

|
o

Ennek az egyenletrendszernek egy megoldasa:
x1, x3 szabad valtozo, és x» = —x3.

lgy a sajataltér egy bazisa: (1,0,0), (0, —1,1).
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Ellenérzés:
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Gondolkodnivalék — Leontyev-modell, Sajatérték

1. Gondolkodnivalé

Hatarozzuk meg, hogy az x valés paraméter mely értékeire lesz az
alabbi A matrix egy miikodéképes gazdasag raforditasi matrixa.

0.1 x
A= < 03 04 >

Ezen x értékek koziil, mikor lesz a (2, 3) arvektorral rendelkezs
termék el6allitdsa minden agazatban nyereséges?
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Gondolkodnivalék — Leontyev-modell, Sajatérték

2. Gondolkodnivalé

Adjuk meg, hogy az alabbi A matrixnak mely « értékekre lesz
sajatértéke a —5. Ezen a-ak esetén hatarozzuk meg a —5
sajatértékhez tartozé sajataltér egy bazisat.

—4 3 -4
A= 1 a—-5 -2
-2 -6 «
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