9. feladatsor — Kvadratikus alakok — Eredmények

9.1. Feladat. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitdsok, és dontését ro-
viden indokolja:

(a) Minden kvadratikus alak kanonikus alakra hozhato nemelfajuld linearis
helyettesitéssel.

(b) Minden kvadratikus alak normalalakra hozhat6 nemelfajuld linearis he-
lyettesitéssel.

(c¢) Kvadratikus alakok barmely bazisban felirt matrixanak rangja ugyanaz.

(d) Barmely A négyzetes matrixhoz létezik olyan S nemelfajulé matrix, a-
melyre SAST diagonalis.

(e) Barmely normaélalak esetén a pozitiv tagok szama megegyezik a negativ
tagok szamaval.

(f) Ha egy kvadratikus alak pozitiv definit, akkor barmely vektort behe-
lyettesitve a kvadratikus alakba pozitiv szamot kapunk.

(g) Ha egy kvadratikus alak negativ szemidefinit, akkor barmely vektort
behelyettesitve a kvadratikus alakba nem kapunk pozitiv szamot.

(h) Az A € R™" szimmetrikus méatrixhoz tartozo kvadratikus alak pontosan
akkor pozitiv definit, ha A fé6minorai pozitivak.

(i) Az A € R™" szimmetrikus méatrixhoz tartozo kvadratikus alak pontosan
akkor negativ definit, ha A féminorai negativak.

Eredmény. igaz: (a),(b),(c),(g),(h)
hamis: (d),(e),(f),(i)

9.2. Feladat. Melyek bilinearisak az alabbi £: R? x R? — R leképezések
kozil? Ha leképezés bilineéris, akkor adja meg a matrixat a standard bazis-
ban. Ha a leképezés szimmetrikus bilinearis leképezés, akkor adja meg a
hozza tartozé kvadratikus alakot is.

(a) L((z1,22), (y1,92)) —332312;
(

b) l((z1,22), (Y1, 92)) =

(c) 6((301,352), (Y1,92)) = T1Y2 — T1Y1;
(d) £((z1,22), (y1,92)) = T122;

(e) £((z1,22), (Y1,2)) = 191 + T2y2.

Eredmény. (a) bilinearis, A = (8 (1)>, q((z1,12)) = 3

(b) nem bilineéris

G (11
(c) bilinearis, A = ( 0 0>

)
(d) nem bilineéris
e 10

(e) bilinearis, A = <O 1), q((z1,72)) = 2% + 22

9.3. Feladat. Hozza kanonikus alakra az R™ vektortéren értelmezett kvad-
ratikus alakokat, és adjon meg egy olyan nemelfajulé linearis helyettesités
matrixat, amely az adott kvadratikus alakor erre a kanonikus alakra hozza.
Tovabbé adja meg a kvadratikus alak egy normalalakjat is, és hatarozza meg
az osztalyat (pozitiv/negativ (szemi)definit, indefinit).
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:U% — 2x129 + x%;

—43:% + 4x1x9 — 4x§;

—43:% + 4x1x9 — 4x%;

—422 + dx 39 — 4T3,

8x1 + a3 + 23 — 4wy wy — 4w 23;

at% + 6:17% + 4x§ + 4dx1x9 — d0T3;

23 + 623 + 423 + 4x179 — 422735

2x1x3 — 20120 — 2T073;

—x% — 63:% — 14x§ —4x129 + 22123 — 4da013;
x% + 9$% + 7$§ + 6x129 + 42123 + 122923
—x% — 6;10% — 141‘% —4x129 + 22123 — 4003
x% + 5x% + 11x§ + 83:?1 +4x1x0 — 20124 — 6203 — 404 + 8T324;
T427.



Eredmény.

H kanonikus alak \ helyettesités matrixa \ definitségi osztaly \ norméalalak
a 2 Lo ozitiv szemidefinit 22
( ) Y1 1 1 p 1
1 .
(b) —4y? — 3y2 1 (1) negativ definit —28 — 22
2
1
(c) —4y? — 3y3 1 (1) negativ definit -2 — 22
1 00
(d) —4y? — 3y? 110 negativ szemidefinit —22 — 22
0 01
1 2 2
(e) y3 +y3 010 pozitiv szemidefinit 23 + 22
0 01
1 0 0
(£) | yi+2y35+2y3 -2 10 pozitiv definit 23+ 25 + 22
-2 1 1
1 00
(g) y? + 2y3 + 293 -2 10 pozitiv definit 22+ 22+ 22
-2 11
1 10
(h) || =2y} + 293 — 243 -3 30 indefinit —2i4 22— 23
-1 11
1 0 O
Q) || —v? —2y3 — 53 -2 1 0 negativ definit —22 =222
5 =21
1 00
() y? + 3y? -3 10 pozitiv szemidefinit 22 + 22
-2 0 1
1 0 0 O
2 2 2 -2 1 00 PR, : 2.2 2
(k) || —vi —2y5; — by3 5 2 1 0 negativ szemidefinit | —z7 — 25 — 23
0 0 01
1 0 0 O
2,2 2 _ .2 -2 1 0 0 : : 2., .2, .2 .2
W | yi +y5 +2y35 —y3 6 3 1 0 indefinit 2i + 25 + 25 — 24
13 -6 —2 1
(m) 2y3 — 12 indefinit 23 — 22

9.4. Feladat. Adjon meg az alabbi A szimmetrikus matrixok esetén olyan
S nemelfajulé matrixot, amelyre SAST diagonalis.

_ —4 2 2%x2.
(a) A= ( 9 _4> € R=x=:
&8 -2 =2
by A=[-2 1 0 | eR¥>3
-2 0 1



01 1
(c) A=[1 0 1] eR¥>3
110
1 2 0 -1
12 5 -3 -2 Axd
MA=1¢y 5 11 4 |ER7
-1 -2 4 8

Eredmeény. Lasd az el6z6 feladat megoldasait rendre a (b),(e),(h),(1) pon-
tokban.



