9. feladatsor — Kvadratikus alakok

9.1. Feladat. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitdsok, és dontését ro-
viden indokolja:

(a) Minden kvadratikus alak kanonikus alakra hozhaté nemelfajulo linearis
helyettesitéssel.

(b) Minden kvadratikus alak normalalakra hozhaté nemelfajuld linearis he-
lyettesitéssel.

(c¢) Kvadratikus alakok barmely bazisban felirt matrixanak rangja ugyanaz.

(d) Barmely A négyzetes matrixhoz létezik olyan S nemelfajulé matrix, a-
melyre az SAST matrix diagonalis.

(e) Barmely kvadratikus alak normalalakjaban a pozitiv tagok szama meg-
egyezik a negativ tagok szamaval.

(f) Ha egy kvadratikus alak pozitiv definit, akkor barmely vektort behe-
lyettesitve a kvadratikus alakba pozitiv szamot kapunk.

(g) Ha egy kvadratikus alak negativ szemidefinit, akkor barmely vektort
behelyettesitve a kvadratikus alakba nem kapunk pozitiv szamot.

(h) Az A € R™" szimmetrikus matrixhoz tartozo kvadratikus alak pontosan
akkor pozitiv definit, ha A f6minorai pozitivak.

(i) Az A € R™" szimmetrikus méatrixhoz tartozo kvadratikus alak pontosan
akkor negativ definit, ha A f6minorai negativak.

9.2. Feladat. Melyek bilinearisak az alabbi £: R? x R? — R leképezések
koziil? Ha a leképezés bilinearis, akkor adja meg a métrixat a standard
béazisban. Ha a leképezés szimmetrikus bilinearis leképezés, akkor adja meg
a hozza tartozo kvadratikus alakot is.

(a) L((z1,22), (y1,92)) = 3323/2;

(b) £((z1,22), (y1,92)) =

(c) (21, 22), (Y1,y2)) = T1Y2 — T1Y1;
(d) (($1’$2)a<y17y2>) = I1T2;

(e) £((z1,72), (y1,92)) = 2151 + T2Y2.

9.3. Feladat. Hozza kanonikus alakra az R" vektortéren értelmezett kvad-
ratikus alakokat, és adjon meg egy olyan nemelfajuld linearis helyettesités
matrixat, amely az adott kvadratikus alakot erre a kanonikus alakra hoz-
za. Tovabba hatarozza meg a kvadratikus alak definitségi osztalyat (pozi-
tiv/negativ (szemi)definit, indefinit), és adja meg normalalakjat is.

a) n=2, 22 — 2x119 + 23,

) n =2, —42? + dx179 — 423;

) n =2, —4x? + 4179 — 43;

) n =3, —4x3 + 4139 — 423;

) n =3, 823 + 23 + 23 — w130 — da73;

) n=3, 2%+ 63 + 433% + 4x1x0 — da9T3;
)
)
)
)
)

(g) n=3, 22 + 623 + 4m§ + 4x1x0 — da9T3;

(h) n =3, 2x123 — 22172 — 2T2X3;

(i) n=3, —2% — 623 — 14x§ — 42129 + 22123 — 4T273;
(j) n =3, 23 + 923 + 723 + 62122 + dz173 + 123003;
(k) n=4, —2? — 623 — 1423 — 4x129 + 22123 — 47273;
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(1) n =4, 23 + 523 + 1123 + 823 + 4x172 — 27174 — 67973 — 47974 + 87374
(m) n =8, zqx7.

9.4. Feladat. Adjon meg az alabbi A szimmetrikus matrixok esetén olyan
S nemelfajulé matrixot, amelyre az SAST matrix diagonalis.
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Szorgalmi feladatok

9.5. Feladat. Hozza kanonikus alakra a Y1, 27 + >, _, @,z kvadratikus
alakot.

9.6. Feladat. Hozza kanonikus alakra a ), _, x;x) kvadratikus alakot.

9.7. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha két kvadratikus alak barmelyikét &t
lehet vinni a mésikba (akar elfajuld) linearis helyettesitéssel, akkor nemelfa-
juld helyettesitéssel is 4t lehet vinni Sket.

9.8. Feladat. Adjon példat olyan R*-en értelmezett kvadratikus alakra,
amely

(a) 1 tagot tartalmaz és indefinit;
(b) 8 (nemnulla) tagot tartalmaz és pozitiv definit;
(¢) 6 (nemnulla) tagot tartalmaz és negativ szemidefinit.

9.9. Feladat. Mutassa meg, hogy egy pozitiv definit kvadratikus alakban
minden négyzetes tag egyiitthatoja pozitiv, de ez a tulajdonsag nem elegendd
ahhoz, hogy a kvadratikus alak pozitiv definit legyen.

9.10. Feladat. Igazolja, hogy egy kvadratikus alak pontosan akkor pozitiv
definit, ha matrixa elsall Q@7 alakban, ahol @ nemelfajulé méatrix.

9.11. Feladat. Igaz-e, hogy tetsz@leges azonos méretl pozitiv definit A és
B matrix esetén

(a) A+B

(b) AB

(c) A7

is pozitiv definit?

9.12. Feladat. Bizonyitsa be, hogy egy A € R™ "™ gzimmetrikus matrix-
hoz tartozo kvadratikus alak pontosan akkor pozitiv definit, ha A minden
f6minora pozitiv.
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9.13. Feladat. Bizonyitsa be, hogy egy pozitiv definit kvadratikus alak
méatrixdban a fgatlora szimmetrikus Osszes aldeterminans (tehat az Gsszes

M;ll ,,Zl: alaki aldeterminans, ahol i1 < iy < - -+ < i) lehetséges sorindexek)
pozitiv.

9.14. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha egy pozitiv definit kvadratikus alak-
hoz hozzaadjuk egy linearis (azaz egy c1x1+- - -+cnZy (c1,. .., cn € R) alaki)
kifejezés négyzetét, akkor az dsszegként kapott kvadratikus alak matrixdnak
determinénsa nagyobb, mint az eredeti kvadratikus alak matrixanak deter-
minansa.

9.15. Feladat. Igazolja, hogy egy r rangu n ismeretlenes kvadratikus alak
pontosan akkor pozitiv szemidefinit, ha vannak olyan paronként kiilénbo6z§
(de nem feltétleniil névekve) 1 < iy, ..., 4, < n egészek, amelyekre a kvadra-
tikus alak matrixaban az M;!"/* (k = 1,...,r) aldetermindnsok mindegyike
pozitiv.



