8. feladatsor — Lineéris leképezések métrixa,
sajatértéke, sajatvektora — Eredmények

8.1. Feladat. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitdsok, és dontését ro-

viden indokolja:

(a) A bazisattérés matrixanak determinansa nem 0.

(b) Minden linearis leképezés rangja egyenls az Osszes matrixanak rangjaval.

(c) Barmely két azonos tipusi méatrix Osszegének rangja legfeljebb akkora,
mint a tagok rangjdnak minimuma.

(d) Barmely két azonos tipust négyzetes matrix szorzatanak rangja legfel-
jebb akkora, mint az egyes tényez6k rangjanak osszege.

(e) Minden vektortéren van olyan linearis transzformacio, amelynek minden
bézisban ugyanaz a métrixa.

(f) A sik R? vektorterén van olyan lineéris transzforméacio, amelynek nincs
sajatértéke.

(g) A sik R? vektorterén van olyan linearis transzformaci6, amelynek sajatér-
téke a 2 szam.

(h) A sik R? vektorterén egyetlen olyan lineéris transzformacié van, amely-
nek sajatértéke a 2 szdm, és amelyben a 2-hoz tartozd sajataltér kétdi-
menzios.

(i) A sik R? vektorterén van olyan linedris transzformécié, amelynek sajatér-
téke a 2 szam, és amelyben a 2-hoz tartozo sajataltér egydimenzios.

(j) Két azonos tipust matrix pontosan akkor hasonld, ha mindketts egy-egy
lineéris transzformécié métrixa valamely bazisban.

(k) Hasonlé matrixok nyoma és sajatértékei megegyeznek.

(1) Vannak olyan hasonlé matrixok, amelyek rangja kiilonboz6.

(m) Minden linearis transzforméacionak diagonalis a matrixa valamely bazis-
ban.

(n) Egy matrixnak pontosan akkor sajatértéke a 0 szam, ha a matrix nemel-
fajulé.

(o) Ha két négyzetes matrix karakterisztikus polinomja azonos, akkor a méat-
rixok hasonlok.

Eredmény. (a)—(e) igaz, igaz, hamis, igaz, igaz

(£)-(j) igaz, igaz, igaz, igaz
(k)—(o) igaz, hamis, hamis, hamis, hamis

8.2. Feladat. Dontse el, hogy izomorfak-e a megadott U és V vektorterek.
Ha igen, akkor adjon is meg egy izomorfizmust U-r6l V-re vagy forditva.
(a) U=R?V =1(1,-2,0),(2,-3,-2),(—1,—1,6)] C R3;
(b) U= RS, V= {(l’l,xg,xg) 1T+ 220 — 3 = 0} - Rg;
(C) U= {<$1,$2,$3,1‘4) cx1+2x9 —4xy =0, =221 —4x9+ 814 = 0} -
R* V = R3;
(d) U =1[(1,-2,3,0),(0,—4,1,2),(-2,8,—7,—2)] C R*,
V ={(x1,m2,23,24) : 2 — 223+ 324 = 0, x1 — 3x2 + 424 = 0,
2x1 — 8xo + 43z + 224 = O} - R%.

Eredmény. (a) izomorfak, pl.: w4: U — V, ahol A = (é _12 _02>;
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(b) nem izomorfak;
(c) izomorfak, pl.: ¢: V = U, (x,y,2) = (—2z + 4z, 2,9, 2);
45 11 1 -3

. . ' B 0 0 0 O
(d) izomorfak, pl.: p4: U — V, ahol A = 13 -3 0 1
0 0 0 O

Tekintsiik a kévetkez6 bazisokat a megadott vektorterekben:
(1) R%  £:(1,0),(0,1), F: (2,-1),(—1,0);

(2) R3; £:(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1), F: (2,0,0),(0,1,1),(0,1,—1);
(3) R%; £:(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0), (0,0,0,1)
F:(1,0,—1,2),(0,1,—1,0),(1,0,0,1),(0,—1,1,2).

Tekintsiik a kovetkezs linearis transzformaciokat, illetve leképezéseket:

(A) ¢: R? — R? az identikus transzformacio;

(B) ¢: R? = R? a zérustranszforméacio;

(C) p: R? — R? a tiikrozés az z-tengelyre;

(D) ¢: R? — R? a merdleges vetités az y-tengelyre;

(E) p: R? — R? a /2 sz0gti forgatas az origd koriil;

(F) ¢: R? — R3 a tiikrozés az x, y-tengelyek sikjara;
(G) p: R3 — R? a meréleges vetités az x, y-tengelyek sikjara;
(H) ¢: R? — R3 a 7/2 szogii forgatas a z-tengely koriil;

(I) ¢: R? = R, (z,y) = (z + 3y, 2z — y);

(1) ¢: B2 5 B2, (2,y) = ( — y, 2+ 3y);
(K) ¢: R3—>R3 (r,y,2) = 22—y, x +y, 3z — 2y — 2);

(L) Lp:R3—>R3 (x,y,2) = (—x + 8y — 2z, 3y — z, 4y — 22);
(M) p: R3 = R3, (z,y,2) = (=32 +5y+ 2,z +y— 9z, —42);
(N) ¢: R* —>]R4 (z,y,u,v) — (0, z, = — 2y + u, u + 2v);
(0) p: R4 —>R4 (z,y,u,v) — (x, —2x + 2y — 3u, 3z — 4y + u,
3y — bu+ 311)

(P) ¢: R?® — R? a merdleges vetités az x, y-tengelyek sikjara;
(Q) v: R® = R?, (x,y,2) — (—z + 6y, 22);

(R) ¢: R? = R3, (z,y) = (Tx — 2y, 3z —y, 4z — 2y);

(S) ¢: R* = R3, (z,y,u,v) = (—x—u+2v, 2x+y+4u—>50,  —y—u—v).

8.3. Feladat. Hatarozza meg a fenti ¢ lineéris transzformaciok, illetve
leképezések matrixat a fent megadott &, illetve F bazisokban. (Pontosabban
minden ¢ esetén két matrixot kell megadni; ha pl. ¢ € Hom(R? R?), akkor

Aim’gm—t és Ag(l)’ﬁz)—t, ahol &1y, F1y az (1)-beli € és F, £y, F(2) pedig a

(2)-beli € és F.) Adja meg ¢ rangjat is.
Eredmény. (A) Ai(l) — Ai(l) _ <(1] (1)>
® 43 a2 = () 0)
() ()
RPN



Ey (0 1 Fuoy (=2 =5
(B) A _<—1 o)A =11 2
e 1 0 0 > 1 00
(F) Ag? =10 1 0 |, 4,® =10 0 1
00 —1 01 0
e 1 0 0 > 1 0 0
(G) A¢(2) = 8 (1) 0 7A(p@) —{o % %
0 05 3
. 0 10\ _ 0 1 1
w2 (2on) - (51
0 0 1 11 1
2 2 2
€y _ (12 Foy (-5 -9
A= (3 ) A= (3
gy (1 1 Fo (1 -1
(J) A‘P - (_1 3 ;Agp = 1 3
e 2 1 3 ]__ 2 4 =2
(K) A¢(2): -1 1 -2 7A¢<2>: _% 1 9
0 0 -1 -5 0 1
e -1 0 0 - -1 0 0
(L) Aw(Z) — 8 3 4 ,A¢(2) _ 3 9 0
-2 -1 -2 5 5 —1
. -3 1 0 . 3 1 1
(M) A(p(2): 5 1 04 7A<p(2>_ 3 —76 _9
L =9 - 2 3
01 1 0 -1 3 1 2
£ 00 -2 0| 7 3 _—9 _3 —2
M AT =150 1 ([ A"=|5% 3 2 o
00 0 2 -3 4 3 4
1 -2 3 0 -3 2 4 3
€ 0 2 -4 3 Fe3) 0 9 0 4
0 -3 1 —5| 7% 1 1 9 3
2 2
0 0 0 3 0 —6 0 —1
10 0 -2
(P) Ai@)’g(” —lo 1 ’Agz)»f(l) 1 _9
0 0 -1 -2
P -10 - 0 2
(Q) A¢(2)’ 1 _ 6 0 ,A¢<2>’ (1) —9 _10
0 2 2 —2
(R) Ai(1>’5<2>:(7 3 4) Af”’f@):(S? 1777 —13>
-2 -1 -2 2 T2 2
-1 2 1 2 6 6
(S) A@(s) 2 _ 0 A 1 >A<P(3) (2) i _3 _%
t A 3
2 -5 -1 2 T2 T2

8.4. Feladat. (a) Hatéarozza meg a fenti £ és F bazisok esetén az attérés
matrixat az £ bézisrol az F bézisra, valamint az F bézisrol az £ bazisra.
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(b) Adja meg az alabbi v vektorok és a fenti ¢ linearis transzforméaciok,
illetve leképezések esetén a vy vektor koordinatait mindkét bazisban:

(A)f(E%(I))(J)a(R) v = (17 _3)7
(F)~(H),(K)~(M),(P),(Q): v =(2,2,0);
(N),(O),(S) v= (17_1)170)

Eredmeény. (a) Jelolje P a bazisattérés matrixat £ bazisrol F bazisra.

wr ()

5 0 0 2 0 0
2ypP=[(0 5 1|, Pt=[01 1
0 % -1 01 -1
0o -3 1 -1 1 0 -1 2
-1 2 1 1 . 0 1 —-10
(3) P = -1 f 1 I ER 1 0 0 1
0 ; 0 % 0 -1 1 2
(b) A tablazat a v vektorok képét tartalmazza az £ és az F bazisban.
| & | 7
(A) (1,-3) (3,5)
(B) (0,0) (0,0)
(©) (1,3) (=3,-7)
(D) (0,-3) (3,6)
(E) (3,1) (=1,-5)
(F) (2,2,0) (1,1,1)
(G) (2,2,0) (1,1,1)
(H) (_ ) 70) (_17 71)
(I) (_87 5) (_57 _2)
(J) (4, _8) (871 )
(K) (2,4,2) (1,3,1)
(L) (14,6,8) (7,7,-1)
(M) (4,4,0) (2,2,2)
(N) (0,1,4,1) (—5,4,5,3)
(O) (17_7787 _8) (_la_11a27 _4)
(P) (2,2) (=2,6)
(R) | (13,6,10) (3.8,-2)
(S) (_1a571) (_%7372)

8.5. Feladat. Hatarozza meg a sik R? vektorterének Gsszes olyan linearis
transzforméci6jat, amelynek minden bazisban ugyanaz a matrixa.

Eredmény. Azok a lineéris transzforméaciok a sikon, amelyeknek minden
béazisban ugyanaz a matrixa az origo6 kozéppontu A-szoros nyujtasok (A € R),
maétrixuk az egységmatrix A-szorosa.

8.6. Feladat. Dontse el, hogy az u, illetve v vektor sajatvektora-e az A
matrixnak:

4 )
(a) u=1(1,-2,3), v=1(2,0,-1), A=(1 3 1];
0 2 1



-2 6 4 6
1 -3 2 3
(b) u=(1,-4,0,2), v=(2,0,-1,3), A= 7 9 10 21|’
1 -1 2 -1
2 4 -1 1 0
2 -2 4 —4 1
(€) u=(1,-3,4,1,—-1), v=(2,-1,4,5,0), A=|1 -2 1 3 4
2 3 2 1 2
3 2 -3 1 =2
Eredmény. (1) u sajatvektor, v nem;

(2) u és v sajatvektor;
(3) egyik sem sajatvektor.

8.7. Feladat. Dontse el, hogy A sajatértéke-e az A méatrixnak:

-2 2 -4
(a) A=-3, A=|-2 —9 14|;
-1 -1 -2
1 -4 2 0
o -1 3 4
(b) A=2, A= 9 3 14l
1 2 -1 3
2 1 3 4 5
1 4 —4 2 3
() A=4, A=|5 -3 -3 -8 —14
-6 2 9 23 14
3 0 -4 —-18 -3

Eredmény. igen, nem, igen

8.8. Feladat. Hatarozza meg a kovetkezs R feletti matrixok karakterisztikus
polinomjat és sajatértékeit, valamint adjon meg béazist a sajatalterekben:

31 -5 1 13 —4
@ (%) o ) e slia@lo s o)
01 —2 -8 19 5
50 4 0 12 —6 7 -1
01 0 8 10 =5 8 0
© 190 4 ol 1l 5 18 —10
04 0 -3 20 —10 36 —20

Eredmény. Az els§ sor a karakterisztikus polinomot, a tovabbi sorok pedig
egy-egy sajatértékhez tartozo sajatalteret adnak meg.

(a) 2% — 3z
z=0:[(1,1)]
r=3:[(2,—1)]

(b) 22 — 2z + 3: nincs valos sajatérték

(c) (w—3)*(z+1)
z=3:[(1,0,—-1),(0,1,—1)]
z=—1: [(0,1,-5)]



(d) =(=+3)*(x - 9)

z = —3: [(0,1,0)]
z=9:[(2,-1,-2)

(&) (& +7)%(x — 8)(x —5)
r=-T (_370747 0)7 (07 _1707 2)]
r=8: [(_37 07 17 O)]

T =5 [(07 _17 07 1)]

(f) 2* — 523 — 2422
z =0 [(0707 _27 1)]

z = 8: [(—20,10,—12,5)]
r=-3: [(-2,1,-10,6)]

8.9. Feladat. Hatéarozza meg a fenti linearis transzforméciok ((A)—(O))
sajatértékeit, és adjon meg bazist a sajatalterekben.

Eredmény. Minden sor egy-egy sajatértéket és a hozza tartozo sajatalteret
tartalmazza.

(A) = =1:[(1,0),(0,1)]

(B) = = 0:[(1,0),(0,1)]

(C) z=1: [(1 0)]
z=—1:[(0,1)]

(D) & = 0: [(1 0)]
z = 1: [(0,1)]

(E) nincs sajatérték-sajatvektor par

(F) z = 1: [(1,0,0), (0,1,0)]
r=—1 [(0707 1)]

(G) == 1: [(1,0,0), 0,1,0)]
z =0: [(0,0,1)]

(H) = =1: [(0.0,1)

1) = = V7 [(1+7,2)]
T = _\/7: [(1 - \/77 2)]

(3) = =2 [(1,-1)

(K) z =—1: [(0,0,1)]

(L) = =—1: [(1,0,0),(0,1,4)]
r=2:[(2,1,1)]

(M) z=2: [(1,1,0)]
z = —4: [(~5,1,0)]

(N) 2 =0: [(0,1,2,—1)]
z=1:[(0,0,1,-1)]
z =2: [(0,0,0,1)]

(0) « = 3:{(0,0,0,1)]
z=1: [(~12,-9,5,26)]
T =5 [(07 17 _1a4)]
z = —2: [(0,15,20,11)]

8.10. Feladat. Dontse el, hogy hasonléak-e az alabbi matrixok:

NRES
0 (D e



4
4
0
-1 3 3 -2 1
(o 2 3 ,(4 3 1 | eR¥3.

Eredmény. A (b), (c), (e) feladatban megadott matrixok hasonlok.



