8. feladatsor — Lineéris leképezések métrixa,
sajatértéke, sajatvektora

8.1. Feladat. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitasok, és dontését ro-
viden indokolja:

(a) A bazisattérés matrixanak determinansa nem 0.

(b) Minden linearis leképezés rangja egyenls az Gsszes matrixanak rangjaval.

(c) Barmely két azonos tipusi méatrix Osszegének rangja legfeljebb akkora,
mint a tagok rangjdnak minimuma.

(d) Barmely két azonos tipust négyzetes méatrix szorzatanak rangja legfel-
jebb akkora, mint az egyes tényezSk rangjanak osszege.

(e) Minden vektortéren van olyan lineéris transzformacio, amelynek minden
bézisban ugyanaz a métrixa.

(f) A sik R? vektorterén van olyan lineéris transzforméacio, amelynek nincs
sajatértéke.

(g) A sik R? vektorterén van olyan linearis transzformaci6, amelynek sajatér-
téke a 2 szam.

(h) A sik R? vektorterén egyetlen olyan lineéris transzformacié van, amely-
nek sajatértéke a 2 szam, és amelyben a 2-h6z tartozd sajataltér kétdi-
menzios.

(i) A sik R? vektorterén van olyan linearis transzformécié, amelynek sajatér-
téke a 2 szam, és amelyben a 2-hoz tartozé sajataltér egydimenzios.

(j) Két azonos tipust méatrix pontosan akkor hasonlo, ha mindketts egy-egy
linearis transzformacié matrixa valamely bazisban.

(k) Hasonlé matrixok nyoma és sajatértékei megegyeznek.

1) Vannak olyan hasonlé méatrixok, amelyek rangja kiilonb6zé.

(m) Minden linearis transzformécionak diagonalis a méatrixa valamely bazis-
ban.

(n) Egy matrixnak pontosan akkor sajatértéke a 0 szam, ha a matrix nemel-
fajulo.

(o) Ha két négyzetes méatrix karalterisztikus polinomja azonos, akkor a méat-
rixok hasonlok.

8.2. Feladat. Dontse el, hogy izomorfak-e a megadott U és V' vektorterek.
Ha igen, akkor adjon is meg egy izomorfizmust U-r6l V-re vagy forditva.
(a) U=R2V =](1,-2,0),(2,-3,-2),(—1,—1,6)] C R3;
(b) U=R3V = {(z1,72,23) : 1 + 222 — 73 = 0} C R3;
(¢c) U=A{(z1,22,23,24) : v1 + 229 — 424 = 0, =221 — 429+ 824 = 0} C
R, V =R3;
(d) U =[(1,-2,3,0),(0,—4,1,2),(-2,8,—-7,-2)] C R*,
V ={(x1,x2,23,24) : ®9 — 223 + 324 = 0, 21 — 3w9 + 4x4 = 0,
221 — 819 + 4x3 + 224 = 0} C RY

Tekintsiik a kévetkez6 bazisokat a megadott vektorterekben:

(1) R% £:(1,0),(0,1), F: (2,—-1),(—1,0);

@) BY £:(1,0.0),0.1,0),(0:0.1), F (2.0.0,0,11),(0.1,-1)

(3) RY 5:( ,0 ,0), (0 ,1, 0), (0,0, 1,0), (0,0,0,1)
]-':( 1,2),(0,1, -1, ) (1,0,0,1),(0 -1,1,2).
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Tekintsiik a kovetkez6 linearis transzformaciokat, illetve leképezéseket:
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: R? — R? az identikus transzformacio;

: R? — R? a zérustranszformacio;

: R? — R? a tiikrozés az a-tengelyre;

: R? — R? a merdleges vetités az y-tengelyre;

: R? — R? a /2 sz0gt forgatas az origd koriil;

: R? — R? a tiikrozés az x, y-tengelyek sikjara;

: R? — R? a merdleges vetités az x, y-tengelyek sikjara;
i R3 — R3 a m/2 szogt forgatas a z-tengely koriil;
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1) ¢: R2 = R2, (2,y) — (v + 3y, 22 — y);

(1) ¢: B2 5 B2, (2,y) = ( — y, 2+ 3y);

(K :R3—>R3 (xy, 2)= (2 —y, x4y, 3z — 2y — 2);

(L :R3—>R3 (x,y,2) = (—z+ 8y — 2z, 3y — z, 4y — 2z2);

(M :R3—>R3 (z,y,2) = (=3 + 5y + 2z, z + y — 9z, —42);

(N :R4—>R4 (z,y,u,v) — (0, z, £ — 2y + u, u + 20v);

(O :R4—>R4 (z,y,u,v) — (x, —2x + 2y — 3u, 3z — 4y + u,
—5u+3v)

(P) ¢: R?® — R? a merdleges vetités az x, y-tengelyek sikjara;

(Q) ¢: R = R?, (x,y,2) = (—z + 6y, 22);

(R) : R? — R37 (:U>y) = (7:6 - 2:’-/, 3z — Y, 4o — 2y);

(S) ¢: R* = R3, (z,y,u,v) = (—x—u+2v, 2x+y+4u—>5v, x —y—u—v).

8.3. Feladat. Hatarozza meg a fenti ¢ lineéris transzformaciok, illetve
leképezések matrixat a fent megadott &, illetve F bazisokban. (Pontosabban
minden ¢ esetén két méatrixot kell megadni; ha pl. ¢ € Hom(R? R3), akkor

AL 6 ATOTCLg ahol £y, Fy az (1)-beli € é F, £y, Fra) pedig a
(2)-beli € és F.) Adja meg o rangjat is.

8.4. Feladat. (a) Hatarozza meg a fenti £ és F bazisok esetén az attérés
matrixat az £ bézisrol az F bézisra, valamint az F bézisrél az £ bézisra.

(b) Adja meg az alabbi v vektorok és a fenti ¢ lineéris transzforméciok,
illetve leképezések esetén a vy vektor koordindtait mindkét bazisban:

(A)-(E),(I),(J),(R): v =(1,-3);
(F)f(H)v(K)f(M)a(P)a(Q) v = (27230);
(N),(0),(8): v =(1,-1,1,0).

8.5. Feladat. Hatérozza meg a sik R? vektorterének Gsszes olyan lineéris
transzforméciojat, amelynek minden bazisban ugyanaz a matrixa.

8.6. Feladat. Dontse el, hogy az u, illetve v vektor sajatvektora-e az A
matrixnak:

4 5
(a) u=(1,-2,3), v=(2,0,-1), A= [1 3 1;
0 2 1

(b) u=(1,-4,0,2), v = (2,0,-1,3), A=



2 4 -1 1 0
2 -2 4 -4 1
(¢) u=1(1,-3,4,1,—-1), v=1(2,—-1,4,5,0), A=11 -2 1 3 4
2 3 2 1 2
3 2 =3 1 =2
8.7. Feladat. Dontse el, hogy A sajatértéke-e az A méatrixnak:
-2 2 -4
(a) A=-3, A=[-2 -9 14|,
-1 -1 =2
1 -4 2 0
0o -1 3 4
(b)A=2A=1_H 5 | 4|
1 2 -1 3

2 1 3 4 5
1 4 -4 2 3

() A=4,A=|5 -3 -3 —8 -—14
6 2 9 23 14
3 0 -4 -18 -3

8.8. Feladat. Hatarozza meg a kdvetkezs R feletti matrixok karakterisztikus
polinomjat és sajatértékeit, valamint adjon meg bazist a sajatalterekben:

3 1 =5 1 13 -4
2 -1\ 1o-2) 2\ B
@ (5o ) e 04 =3 @ (0 30

50 4 0 12 -6 7 -1
01 0 8 10 -5 8 0
©@ g0 -4 of" ® 1w -5 18 —10
04 0 -3 20 —10 36 —20

8.9. Feladat. Hatarozza meg a fenti linearis transzforméaciok ((A)—(O))
sajatértékeit, és adjon meg bazist a sajatalterekben.

8.10. Feladat. Dontse el, hogy hasonlbéak-e az alabbi méatrixok:

@ (1 0)-(o ) e
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Szorgalmi feladatok

8.11. Feladat. Hatarozza meg az R™ vektortér Gsszes olyan linearis transz-
formaciojat, amelynek minden bézisban ugyanaz a métrixa.

8.12. Feladat. Legyen ¢ a tér R? vektorterében az origon atmend [(1,1,1)]
egyenes mint tengely koriili 7 szogt forgatas. Adja meg ¢ méatrixat R>
valamely bazisdban. Igyekezzen olyan bézist valasztani, amelyben ¢ matrixa
minél egyszertibb. Valasztasat indokolja!

8.13. Feladat. Az

1 -1 0
-3 1 1
-4 2 a

matrixnak az a paraméter mely értékei esetén

(a) sajatvektora az (1,—1,a) vektor;

(b) van (0,b,a) alakua sajatvektora, ahol b € R tetszleges?

8.14. Feladat. Adja meg az a paraméter azon értékeit, melyekre
(a) 2 nem sajatértéke;

(b) nincs sajatértéke az

1 a -1
-2 1 0
a 0 1

maéatrixnak.

8.15. Feladat. Hatarozza meg annak az n X n-es matrixnak a sajatértékeit
és sajataltereit, amely f6atlojaban minden elem 0, a tobbi elem pedig 1.
Diagonalizalhaté-e ez a matrix?

8.16. Feladat. Tetszéleges A € R?*2 matrix esetén tekintsiik a kévetkezd
adatokat:

(1) A determinansa és nyoma;

(2) A sajatértékei;

(3) A karakterisztikus polinomja.
Mi a kapcsolat a kozottiik? (P1. (1) ismeretében megkaphatjuk-e, és ha igen,
hogyan, a (2)-beli és a (3)-beli adatokat?)

8.17. Feladat. Adja meg az Osszes olyan (D,S) szampart, melyre pon-
tosan egy olyan 2 X 2-es matrix létezik, amelynek determinansa D, és amely
sajatértékeinek Gsszege S.

8.18. Feladat. Tetszgleges A € R esetén adjon meg olyan Aj € R™*™ (1 <
k < n) matrixot, amelynek karakterisztikus polinomja (A — )", és a A-hoz
tartozo sajataltere k dimenzios.

8.19. Feladat. Legyen A sajatértéke az A € R™ ™ matrixnak. Igazolja
tetszoleges f polinom esetén, hogy ha f(A) = 0, akkor f(A) = 0.

8.20. Feladat. Legyenek az A maétrix paronként kiilonb6z6 sajatértékei
A1, .-, M. Adja meg a kdvetkezd matrix sajatértékeit:

(a) A%,

(b) A~! (ha létezik).



8.21. Feladat. Legyen A, B € R™"*". Mutassa meg, hogy
(1) ha A diagonalizalhato, akkor AT is az;
(2) ha A diagonalizalhato, akkor tetszdleges f polinom esetén f(A) is
az;
(3) ha 0 nem sajatértéke A-nak és AB diagonalizalhato, akkor BA is az.



