7. feladatsor — Dimenzio, linearis leképezések — Eredmények

Ha egy feladat sz6vege masként nem mondja, akkor ,,V vektortér’-en
egy R” (n € N) vektortér valamely alterét értjiik.

7.1. Feladat. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitasok, és dontését ro-
viden indokolja:

(a) Ha egy V vektortérben a vy, vs, ..., v, vektorrendszer bazis, akkor van
olyan v eleme V-nek, amelyre vy, vo,...,v,,v linearisan fiiggs vektor-
rendszert alkot.

(b) Ha egy V vektortérben a vy, vs,...,v, vektorrendszer bazis, akkor van
olyan v eleme V-nek, amelyre vy, vo, ..., v,,v nem generalja V-t.

(c) Ha egy V vektortérben nincs olyan 6telemii vektorrendszer, amely gene-
ralja V-t, akkor a V' vektortér dimenzi6ja kisebb, mint 5.

(d) Haegy V vektortérben a vy, va, v3, v4 vektorrendszer linearisan fiiggetlen,
a v1, Vg, U3, U4, U5 vektorrendszer pedig linearisan fliggd, akkor a vy, va, vs,
v4 vektorok bézist alkotnak V-ben.

(e) Ha egy vektortérben van négyelemt linearisan fiiggetlen vektorrendszer
és hatelemt generatorrendszer, akkor a vektortér dimenzidja 5.

(f) Ha egy n-dimenzios vektortérben valamely k-elemd linearisan fiiggetlen
vektorrendszernek van olyan /-elemi részrendszere, mely generélja a vek-
torteret, akkor n = k = 1.

(g) A sik vektorainak eltolasa az (1,1) vektorral linearis transzformacio a
sik R? vektorterén.

(h) A tér R3 vektorterének van olyan linearis transzformacioja, amelynek
magtere és képtere is kétdimenzios.

(i) Barmely vektortér dsszes injektiv linearis transzformacioja sziirjektiv is.

(j) Barmely két linearis leképezésnek értelmezve van az dsszege.

(k) A tér R3 vektorterén definialt barmely két linearis transzformécio dssze-
gének rangja legfeljebb akkora, mint az egyes tagok rangja.

Eredmény. Igaz: a, f, i
Hamis: b, ¢, d, e, g, h, j, h, k

7.2. Feladat. Hatarozza meg az R™ vektortér U alterének dimenzi6jat, ad-

jon meg bézist U-ban, majd terjessze ki a megadott bazist R™ bazisava:

(a) 6.11. Feladat (d)—(f);

(b) n=4,U = {(x1,x2,x3,24): 1 — 2290 =0, x1 + 22 — 23 = 0};

(¢c) n=4,U = {(x1, 22, 23,24): x1 — 322 — 23 =0, 24 = 0};

(d) n=4,U = {(x1,x2,x3,24) : 3x1—22+x3—2x4 = 0, —x1+22+203—24 =
0, 21 + z2 + x5+ x4 = 0}

(e) n=05,U = {(x1,x2, 23,24, 25) : T1 + 223 + x5 = 0, 1 — 229 — x5 = 0}.

Eredmény. To6bb j6 megoldas lehetséges, az itt megadottak csak példéak.

(a) 6.11
(d) d =2, (1,2, 4,1),(-2,—4, -5, —-3), kiegészités: (1,0,0,0),(0,1,0,0)
(e) d =1, (1, -2, —4,3), kiegészités: (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,0,1)
(f) d =4, (1,1,-2,0,1,2),(2,3,-2,1,0, —1), (-1,1,7,3, -2, —5),
(—3,2,4,—1,-2,1), kiegészités: (0,0,0,0,1,0),(0,0,0,0,0,1)
(b) d=2: (2,1,3,0),(0,0,0,1), kiegészités: (1,0,0,0), (0,1,0,0)
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(¢) d=2: (3,1,0,0), (1,0,1,0), kiegészités: (1,0,0,0), (0,0,0,1)

(d) d = 1: (=3, —15,10,8), kiegészités: (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0, 1,0)

(e) d=3:(2,1,-1,0 0),(0,0,0,1,0),(0,—1, 1,0,2), kiegészités: (1,0,0,0,0),
(0,0,0,0,1)

7.3. Feladat. Hatarozza meg az R" vektortér Uy, Us alterei esetén az U3 NU;
és U1 + U; alterek dimenzidojat. Tovabba adjon meg olyan bazist az Uy + Us
altérben, amely kiterjesztése

(i) Uy béazisanak;

i) Uy NUy és Uy bazisanak is:

-1,1,1, 1) , U= [(27 L0, *1)a (17 —-1,3, 7)]5

U =[(0,2,-3,1),(0,-2,4,—4), (0, —6,11, —9)];
(c) n=4,U; =1(1,2,-3,0),(0,1,-2,1),(1,0,1, -2)],
Uy =[(0,-1,5,-7),(—2,—4,7,-2)];
(d) n=>5,U; =[(1,2,4,-5,1),(0,1,-1,0,2),(1,2,5,—7,2)],

2
U =1[(-2,-3,-6,4,3),(0,—-2,2,1,-7),(-1,—-2,-5,9,-8)];
(e) n = 4, U, = {(%1,%2,173,:64) X0+ 23+ T4 = 0}7
Us = {(21,22,23,24) : 1 + 22 =0, 3 — 224 = 0};
(f) n=4, Uy = {(x1,22,23,24) : ©1 + x2 + 23 = 0, 92 — 223 = 0},
Us = {($17$27x3,$4) 1220 —4x3 =0, 323+ 14 = 0};
(g) n=2>5U; = {(x1,x2,x3,x4,a:5) 1 To 4+ 2x4 + x5 = 0},
Uz = {(21, 22,23, 74, 25) 1 21 + 22+ 23+ 24 =0, 21+ 23 — 24 —25 = 0}
(h) n==6,U, = {(961,902,903,3:4,355,956) cx1+x4 =0, To+a3+T5+26 = 0}’
Uz = {(w1, v2, 73, T4, T5,76) : X1 + T2 + T4 + 75 = 0, 23 + 26 = 0}.

Eredmény. Minden feladatrészben megadunk egy-egy megfelel6 bazist. A
bézis elemszdma a dimenzib.

(a) Ul N U2 = [(2’ 1707 _1)]
Ulz[(23130 )7(1 2 Oal)]
U +Us = [( ) aOa )7(172>07 l)a(17_17377)]
(b) U1NUz =[(2,1,0,—1)]
Uy =1(2,1,0,-1),(1,2,1,
U+ U = [( ,1,0, 1) (
(c) U1WU2—[( 2,3,-1)
U = [(Ov 2,3, )’ (172)7 3)]
3)
3

Ui+ Us = [(0,-2,3,-1),(1,2,1,3), (0, -2, 4, —4)]
(d) UyNU, = [( ,5,-3,3,3), (—3,-8,-3,1,0)]

Uy =[(1,5,-3,3,3), (—3,-8,-3,1,0), (1, 2,4, -5, 1)]

Ui+Us = [(1,5,-3,3,3), (—3,-8,-3,1,0), (1,2,4,—5,1), (0, =2,2,1, —7)]
() U1 NUs = 0]

Uy =[(1,0,0, 1)]

0),(0,1,—1,0),(0,1,0, —
U1+U2=[(,0,0,0) (
(f) UiNUy = [( ,—2,

17
Uy =[(3,-2,1,3),(0,0,0,1)]
Uy + Us = [(1,0,0,0), (3, —2,1,3), (0,0,0, 1)]
(g) UyNUs =[(—1,0,1,0,0),(1,-2,0,1,0),(1,—1,0,0,1)]
Uy =[(~1,0,1,0,0), (1,—2,0,1,0), (1, —1,0,0,1), (1,0,0,0,0)]
Uy + Us = [(—1,0,1,0,0), (1,-2,0,1,0), (1,—1,0,0,1), (1,0,0,0,0)]



(b) Uy NUs = [(1,0,0,—1,0,0), (0,0,1,0,0, —1)]
U1 = [(1,0,0,—1,0,0), (0,0, 1,0,0, —1), (0,0,=2,0,1, 1), (0,1, =2, 0,0, 1)]
Ur4+Us — [(1,0,0,—1,0,0), (0,0,1,0,0, —1), (0,0, ~2,0,1,1), (0, 1,~2,0,0, 1),
(_2a071717070)7(_270707171a0>]

7.4. Feladat. A sik R? és tér R? vektorterén megadott ¢ geometriai transz-
formaciokrol, valamint az R™ vektorterek k6zott megadott ¢ leképezésekrsl
allapitsa meg, hogy linearisak-e. Amennyiben igen, akkor

() hatarozza meg  magterét és képterét, valamint ezek dimenzidjat;
dontse el, hogy ¢ injektiv-e, sziirjektiv-e és vektortér-izomorfizmus-e.

A sik vektorainak eltolasa az (1,1) vektorral,

a sik vektorainak tiikrozése az xz-tengelyre;

a sik vektorainak merdleges vetitése az y-tengelyre;

a sik vektorainak /2 szogi elforgatésa az origo koriil;

a sfk vektorainak tiikrozése az y = = egyenesre;

a tér vektorainak tiikrozése az x, y-tengelyek sikjéra;

tér vektorainak meréleges vetitése az x, y-tengelyek sikjara;
:R?2 = R2, (z,y) = (v +y,2y);
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0 RS R, (,1,2) > (T — 4,7 +);
©0: R? = R3, (x,y) — (x — 2y, —2x + 4y, —4x + 8y);
: R 5 R (z,y,2) = (x—y,y+ 1,2+ 2);
0: R* = R?, (1,2, x3,24) — (T1, T3, T2, T4);
( 0: R* = R4 (x1, 2,23, 24) — (1 + cx3, 22 + cx4, T3, 24), ahol c € R;
p: R4 — R3 ($1,$2,£U3,£I}4) — (xl + x2,T2 + T3, X3 +$4);
2

‘R ]R5 (r1,22,23,24) — (21, 21+222, xo+3x3, x3+ 424, T4+ 5T5).

Eredmeény. Csak azon tulajdonsagokat tiintetjiik fel (ii)-bél, amelyeket a
linearis leképezések teljesitenek. Izomorfizmus esetén nem irjuk ki az injektiv
és sziirjektiv tulajdonsigokat.

nem linedris
linearis, Ker ¢ = [(0,
linearis, Ker ¢ = [(1,
linearis, Ker ¢ = {

Im ¢ = R?, izomorfizmus

Im ¢ = [(0,1)]
}, Im ¢ = R?, izomorfizmus

(a)
(b) ),
(© )
(d) (0,0)

(e) linearis, Ker ¢ = {(0,0)}, Im ¢ = R?, izomorfizmus

(f) linearis, Ker ¢ = {(0,0)}, Im ¢ = R3, izomorfizmus

(g) linearis, Ker ¢ = [(0,0,1)], Im ¢ = [(1,0,0), (0, 1,0)]
(h) nem linearis

(i) linearis, Kerp = [(0,0,1)], Im¢ = [(1,0), (0,1)]
(j) linearis, Kerp = [(2,1,0),(0,0,1)], Imp = [(1,—2,0)]
(k) nem lineéris

(1) linearis, Ker ¢ = [(0,0,0,0)], Im ¢ = R*, izomorfizmus
m) linearis, Ker ¢ = [(0,0,0,0)], Im ¢ = R*, izomorfizmus
(n) linearis, Ker ¢ = [(1,—1,1,—1)], Im ¢ = R3 sziirjektiv
(o) a feladat hibas — x5 szerepel a képletben ®

(

7.5. Feladat. Az el6z6 feladatban megadott ¢ leképezéseket adja meg ¢ =
p 4 alakban valamely A métrixra, amennyiben ez lehetséges.

Eredmeény. (a) nem linearis
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(h) nem linearis
1 1
G (-1 1
0 O
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(k) nem lineéris

1000
00 1 0
Wlo 100
000 1
1 0 ¢ O
01 0 ¢
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0001
1100
(m) (O 1 1 0
00 11

(o) a feladat hibas — x5 szerepel a képletben ®

7.6. Feladat. Adjon meg a sik R? vektorterén olyan ¢ és v lineéris transz-

formaciokat, amelyek rendelkeznek a megadott tulajdonsaggal:

(a) Kerp =Imy = {(x,z) : v € R} és Imp = Keryp = {(z, —x) : z € R};

(b) ¢ és 1 két kiilonb6z6 nemidentikus bijektiv transzformacio;

(¢) ¢ és 1) olyan transzformaciok, melyek magtere azonos dimenzioju, de két
kiilénb6z6 altér V-ben;

(d) ¢ és 1 olyan transzformaciok, melyek képtere azonos dimenzidja, de két
kiilonb6z6 altér V-ben.

Eredmény. (a) ¢ az y = —x egyenesre valo merdleges vetités

¥ az y = z-re valdo merGleges vetités
™

(b) pl. tiikrozés z-tengelyre, forgatas 5 szoggel

(c) pl. a kovetkezs matrixokhoz tartozo lineéris transzforméciok: ( ),

11
11
0 1

(d) pl. ¢: (z,y) = (2,0), ¥: (z,y) = (0,y)



(e) pl. ¢: (z,y) = (2,0), ¥: (z,y) = (0,y)

7.7. Feladat. Tekintsiik az R™ vektortéren megadott ¢ és 1 linearis transz-

formaciokat. Milyen ,ismert” linearis transzformécioval egyenls a @i lineéris

transzforméci6o? Tovabba dontse el, hogy fennéll-e a Kerp = Ker oy és

Im ¢ = Im 1) egyenléség.

(a) n =2, ¢ a zérotranszformécio, ¢ az identikus transzformacio;

(b) n =2, ¢ az z-tengelyre, 1) az y-tengelyre vonatkozo titkkrozés;

(¢) n =2, v az x-tengelyre, 1) az y-tengelyre valo merdleges vetités;

(d) n = 2, ¢ az identikus transzformacio, 1) az origd koriili 7/2 szogi for-
gatas;

(e) n =2, p az origo koriili w/3 szogt, ¢ az origod koriili —m /2 szogii forgatas;

(f) n =3, ¢ az z- és y-tengely sikjara, ¥ az y- és z-tengely sikjara vonatkozo
tlikrozés;

(g) n = 3, ¢ az x- és y-tengely sikjara, 1) az y- és z-tengely sikjara vald
merdGleges vetités;

(h) n = 2, ¢ az y = x egyenesre vonatkozo tiikrozés, ¥ = ¢4, ahol A =

1 1)
0 0)’
(i) n = 2, ¢ = 4, ahol A = (} (1)>, 1 az y-tengelyre valdé mer6leges

vetités.

Eredmény. Az eredményekben (Ker) ill. (Im) jeldli, ha ¢1) teljesiti a mag-
ill. képtérre vonatkozoé feltételt.

(a) zérustranszforméacio, (Ker)

(b) origo koriili 7 szogl forgatas, (Ker), (Im)

(c) zérustranszformacio

() ¢ = ¢, (Ker), (Im)

(e) origo koriili —F szogii forgatas, (Ker), (Im)

(f) y-tengelyre valo tiikrozés, (Ker), (Im)

(g) y-tengelyre valo mercleges vetités

(h) vizszintes vetités x = y egyenesre ((z,y) — (y,y)), (Im)
(i

1) oY =1, (Im)

7.8. Feladat. Hatarozza meg a ¢, : R™ — R" linearis leképezések alabbi

linearis kombinacioit:

(a) 3p + 1, ahol m = n = 2, valamint ¢: (z,y) — (x —y, z + 3y) és
v (z,y) = (x4 3y, 22— y);

(b) 2¢p — 44p, ahol m = n = 3, valamint ¢: (z,y,2) — 2z —y, z +y, 3z —
2y —z) és Y (x,y,2) — (—x + 8y — 2z, 3y — z, 4y — 22);

(¢) ¢ + 1, ahol m = n = 2, és ¢ az z-tengelyre, ¢ az y-tengelyre valo
tlikrozés;

(d) ¢ — 1, ahol m = n = 2, és ¢ az y-tengelyre, 1 az z-tengelyre valo
merdGleges vetités;

() ¢ — 21, ahol m =n = 3, és ¢ az x, y-tengelyek sikjara valo tiikkrozés, ¢
pedig az x, y-tengelyek sikjara valé mersleges vetités;

(f) 2¢ 4+ 3¢, ahol m = 3, n = 2, valamint ¢: (z,y,2) — (—z + 6y, 2z), ¢
pedig az x, y-tengelyek sikjara valé merdleges vetités.



Eredmeény. (a) (z,y) — (4z,5z + 8y)

(8 — 34y + 8z,2x — 10y + 42,62 — 20y + 62)

(—.CIZ', -Y, _Z)
(x + 12y, 3y + 42)



