7. feladatsor — Dimenzio, linearis leképezések

Ha egy feladat sz6vege masként nem mondja, akkor ,,V vektortér’-en
egy R” (n € N) vektortér valamely alterét értjiik.

7.1. Feladat. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitasok, és dontését ro-
viden indokolja:

(a) Ha egy V vektortérben a vy, vs, ..., v, vektorrendszer bazis, akkor van
olyan v eleme V-nek, amelyre vy, vs,...,v,,v linearisan fiiggs vektor-
rendszert alkot.

(b) Ha egy V vektortérben a v1,va,...,v, vektorrendszer bézis, akkor van
olyan v eleme V-nek, amelyre vy, vo, ..., v,,v nem generélja V-t.

(c) Ha egy V vektortérben nincs olyan 6telemi vektorrendszer, amely gene-
ralja V-t, akkor a V vektortér dimenziéja kisebb, mint 5.

(d) Haegy V vektortérben a v1, va, v3,v4 vektorrendszer linearisan fiiggetlen,
a v1, Va2, U3, U4, U5 vektorrendszer pedig linearisan fiiggs, akkor a vy, vo, vs,
v4 vektorok béazist alkotnak V-ben.

(e) Ha egy vektortérben van négyelemi linearisan fliggetlen vektorrendszer
és hatelemi generatorrendszer, akkor a vektortér dimenzi6ja 5.

(f) Ha egy n-dimenziés vektortérben valamely k-elemii linearisan fiigget-
len vektorrendszernek van olyan [-elemt részrendszere, mely generalja a
vektorteret, akkor n = k = 1.

(g) A sik vektorainak eltolasa az (1,1) vektorral linearis transzformacio a
sik R? vektorterén.

(h) A tér R? vektorterének van olyan lineéris transzformacioja, amelynek
magtere és képtere is kétdimenzios.

(i) Barmely vektortér 6sszes injektiv linearis transzformécioja sziirjektiv is.

(j) Béarmely két linearis leképezésnek értelmezve van az osszege.

(k) A tér R? vektorterén definialt barmely két linearis transzformacio Gssze-
gének rangja legfeljebb akkora, mint az egyes tagok rangja.

7.2. Feladat. Hatarozza meg az R™ vektortér U alterének dimenzi6jat, ad-

jon meg bézist U-ban, majd terjessze ki a megadott béazist R™ bazisava:

(a) 6.11. Feladat (d)—(f);

(b) n=4,U = {(z1,x2,23,24): ©1 — 229 =0, 1 + 29 — 3 = 0};

(c) n=4,U = {(x1,x2,23,24): ©1 — 3x2 — 23 =0, x4 = 0};

(d) n=4,U = {(z1,x2,x3,24) : 3x1—x2+x3—224 = 0, —T1+T2+22x3—24 =
0, z1 + o+ 3+ 24 :0};

(e) n=>5,U = {(x1,x2, 23,24, x5) : T1 + 223 + x5 = 0, 1 — 29 — x5 = 0}.

7.3. Feladat. Hatarozza meg az R™ vektortér Uy, Us alterei esetén az U;NU;
és Uy + U, alterek dimenzidjat. Tovabba adjon meg olyan bazist az Uy + Us
altérben, amely kiterjesztése

(i) Uy bazisanak;

(ii) Uy N Uz és U bazisanak is:
(a) n=4, U = [( 2,1,0),(—1,1 ,1,1)] = [(2,1,0,—1),(1,—1,3,7)];
(b) n =4, U1 [(1,2,1 3),(0,— ,3, — 1)],
Uy = [( -3, 1),( ,—2,4, — ),(0, —6,1 9)];
( ) n =4, Ul [( ' 2, 370)?( 271)7( )]7
Uy = [( -1,5,— )7< 2,—4,7, 2)}7
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(d) n=5,Uy =[(1,2,4,-5,1),(0,1,-1,0,2),(1,2,5,~7,2)],
U; = [(—2, -3, —6,4,3), (0,-2,2,1, —7), (—1, —-2,-5,9, —8)];
(e) n=4, Uy = {(z1,22,x3,24) : x2 + 23 + x4 = 0},
Uy = {(z1, 22,23, 24) : 1 + 22 = 0, 23 — 224 = 0};
(f) n=4, U = {(xl,xg,xg,x4) cx1 a2 +ax3=0, x0 — 223 = 0},
U; = {(.%'1,.7}2,.2?3,.1‘4) 1219 — 4$3 = 0, 3r3 4+ x4 = 0};
(g) n=05, Uy = {(x1,x2, 23,24, 5) : T2 + 2x4 + x5 = 0},
Us = {(z1, 22, 23,24, 25) : T1+ T2+ 23 +24 =0, 1+ 23— 24— 25 = 0};
(h) n =6, Uy = {(x1,x2, 23,24, 25,26) : 1 +x4 =0, zo+2x3+25+26 = 0},
Uy = {(@1, 22, 23, T4, T5,%6) : 1 + T2 + x4 + x5 = 0, x3+ 26 = 0}.

7.4. Feladat. A sik R? és tér R? vektorterén megadott ¢ geometriai transz-
forméciokrol, valamint az R™ vektorterek kozott megadott ¢ leképezésekrsl
allapitsa meg, hogy linearisak-e. Amennyiben igen, akkor

(i) hatarozza meg ¢ magterét és képterét, valamint ezek dimenziojat;
dontse el, hogy ¢ injektiv-e, sziirjektiv-e és vektortér-izomorfizmus-e.

(i)

(a) A sik vektorainak eltolasa az (1, 1) vektorral;

(b) a sik vektorainak tiikrozése az x-tengelyre;

(c) a sik vektorainak mergleges vetitése az y-tengelyre;
(d) a sik vektorainak 7/2 szogii elforgatasa az origo koriil;
(e) a sik vektorainak tiikrozése az y = x egyenesre;

(f) a tér vektorainak tiikrozése az x, y-tengelyek sikjara;
(g) a tér vektorainak merdleges vetitése az x, y-tengelyek sikjara;
(h) ¢: R? = R?, (2 y) (fv +y, 2y);

(i) ¢: R® — ]R2
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7.5. Feladat. Az el6z6 feladatban megadott ¢ leképezéseket adja meg ¢ =
p 4 alakban valamely A métrixra, amennyiben ez lehetséges.
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) = (21,23, 22, T4);

Ty, T2, 13, T4) > (T1 + cx3, 2 + cx4,23,74), ahol c € R;
Ty, T2, 23, T4) > (T1 + T2, T2 + 23,3 + 24);
x1,x2, T3, T4) — (1,214 229, xo+3x3, T3+424, T4+5T5).

‘R4 R,
: R* = R3,
:R4—>R5

7.6. Feladat. Adjon meg a sik R? vektorterén olyan ¢ és v lineéris transz-

forméciokat, amelyek rendelkeznek a megadott tulajdonsaggal:

(a) Kerp =Im¢ = {(z,z) : x € R} és Imp = Keryp = {(z, —x) : © € R};

(b) ¢ és ¢ két kiilonboz6 nemidentikus bijektiv transzformacio;

(c) o és 9 olyan transzformaciok, melyek magtere azonos dimenziojua, de két
kiilénb6z6 altér V-ben;

(d) ¢ és 1) olyan transzforméaciok, melyek képtere azonos dimenzioju, de két
kiilonb6z6 altér V-ben.

7.7. Feladat. Tekintsiik az R™ vektortéren megadott ¢ és 1 linearis transz-
forméciokat. Milyen ,ismert” linearis transzformaciéval egyenls a o1 linearis
transzformécio? Tovabba dontse el, hogy fennéll-e a Kerp = Ker p) és
Im ) = Im oy egyenlGség.

(a) n =2, ¢ a zérétranszformacio, ¢ az identikus transzformacio;

(b) n =2, ¢ az z-tengelyre, ¥ az y-tengelyre vonatkozo tiikrozeés;



(c) n =2, ¢ az z-tengelyre, ¥ az y-tengelyre valo mergleges vetités;

(d) n =2, ¢ az identikus transzforméacio, ¢ az origo koriili /2 szogt forga-
tas;

(e) n =2, p azorigo koriili /3 szogt, ¢ az origo koriili —m /2 szogi forgatas;

(f) n =3, ¢ az - és y-tengely sikjara, ¢ az y- és z-tengely sikjara vonatkozo
tiikrozés;

(g) n = 3, ¢ az x- és y-tengely sikjara, 1) az y- és z-tengely sikjara vald
merdleges vetités;

(h) n = 2, p az y = x egyenesre vonatkozo tiikrozés, ¥ = ¢4, ahol A =

11\
0 0)’

(i) n = 2, ¢ = @4, ahol A = (} (1)>, 1 az y-tengelyre valdé meréleges
vetités.

7.8. Feladat. Hatarozza meg a ¢,y : R™ — R” linearis leképezések alabbi

linearis kombinécidit:

(a) 3p + ¥, ahol m = n = 2, valamint @: (z,y) — (x — y,  + 3y) és
Y (@,y) = (24 3y, 22— y);

(b) 2¢ — 41, ahol m = n = 3, valamint ¢: (z,y,2) — 2z —y, x +y, 3z —
2y —z) és Y (x,y,2) — (—x + 8y — 2z, 3y — z, 4y — 22);

(¢) ¢ + 1, ahol m = n = 2, és ¢ az x-tengelyre, ¥ az y-tengelyre valo
tiikrozés;

(d) ¢ — 1, ahol m = n = 2, és ¢ az y-tengelyre, 1 az z-tengelyre valo
merdleges vetités;

(e) ¢ — 21, ahol m = n = 3, és ¢ az x, y-tengelyek sikjara valo tiikrozés, 1
pedig az x, y-tengelyek sikjara valé merdleges vetités;

(f) 2¢ + 3¢, ahol m = 3, n = 2, valamint ¢: (z,y,2) — (—x + 6y, 2z), ¢
pedig az x, y-tengelyek sikjara valé merdleges vetités.

Szorgalmi feladatok

7.9. Feladat. Hatarozza meg az R'% vektortér alabbi altereinek dimenzi-
0jat, és adjon meg bézist benniik:

(a) {($1,...,:C100): Tl =x3 ="+ = ZTgg :0};
(b) {(xl,...,l'loo)l Xr]1 =3 =" -- :1‘99};
(c) {(z1,...,2100): @1+ T2+ -+ 250 = 51 + T2 + -+ + T100}-

7.10. Feladat. Legyen U; és Us két altér a V' vektortérben. Ha V' dimenzidja
10, U1-€ 8, Us-é pedig 9, akkor hany dimenzios lehet az Uy N Us altér?

7.11. Feladat. Adja meg az Gsszes olyan (n—1)-dimenzios alteret a R"™ (n €
N) vektortérben, amely nem tartalmazza R™ standard béazisanak egyetlen
elemét sem.

7.12. Feladat. Igazolja, hogy ha az n-dimenziés V' vektortérben van olyan
r és s rangt vektorrendszer, amely egyiittesen generalja a V vektorteret,
akkor r + s > n.

7.13. Feladat. Mutassa meg, hogy ha U; és Us olyan alterek egy n-dimenziés
V vektortérben, amelyekre Uy N U = {0} és dim U; + dim Uy = n, akkor Uy
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tetszGleges e1, €a, . .., eqimu, bazisa és Us tetszbleges f1, fo, ..., faimu, bazisa
esetén az ey, e, ..., edimuvys f1, f2, .-, faimu, vektorrendszer bazis V-ben.

7.14. Feladat. Adja meg az alabbi homogén linearis egyenletrendszerben
az a paraméter értékét tgy, hogy a megoldés-altér dimenzidja 3 legyen:

To + x3 — axs = 0
—x1 + T2+ axs — 314 = 0.
1+ axre+x3+3x4 —225 = 0

Az ilyen a értékek esetén adjon meg bazist is a megoldésok alterében.

7.15. Feladat. Tekintsiik a kovetkez& homogén linearis egyenletrendszert:

r1+x3+as = 0
To + T4 = 0°

Adottak a kévetkezs vektorok R%-ben: u = (1,1,1,1,1), v = (1,0, -2,0,1),
w = (0,-1,0,1,0), z = (1,-2,—-2,2,1), y = (1,0,—1,0,0). Dontse el,
hogy az alabbi vektorrendszerek béazist alkotnak-e a fenti egyenletrendszer
megoldasainak alterében:

(a) u,v,w;

(b) v,w,;

(c) w,x,y.

7.16. Feladat. Létezik-e a sik R? vektorterén értelmezett olyan ¢ linearis
transzformécio, amelyre teljesiilnek a kdvetkezs tulajdonsigok? Ha létezik,
akkor adjon meg egy-egy ilyen transzforméciot, ha pedig nem létezik, akkor
indokolja, miért nem.

a) KeroNImo = 0;

b) Kerp NImp = {0};

c) Kery C Im ¢;

d) Im ¢ C Ker ¢;

(e) Kerp =Imo.

(
(
(

7.17. Feladat. Mennyi lehet egy : R? — R linearis leképezés magjanak
dimenzi6ja? Adjon meg egy-egy példat a legkisebb és a legnagyobb értékre.

7.18. Feladat. A ¢ € Hom(U, V) linearis leképezésrol tudjuk, hogy

(1) barmely négy elem képe lineérisan fliggd vektorrendszert alkot;
(2) barmely hat linearisan fiiggetlen U-beli elem kézott van olyan, amelynek
képe nem a zérusvektor.

Mekkora lehet U dimenzi6ja?

7.19. Feladat. Adottak a V' vektortérben az U és W alterek. Mi a sziikséges
és elégséges feltétele annak, hogy létezzék olyan ¢ linearis transzformécio,
amelyre Kerp =U és Imp = W?



