6. Feladatsor — Lineéris fiiggetlenség, rang, alterek
Eredmények

6.1. Feladat. Legyen v1,v9,...,v; tetsz6leges vektorrendszer az R"™ vek-
tortérben. Dontse el, hogy igazak-e az aldbbi allitdsok, és dontését réviden
indokolja:

(a) Ha [v1,v2,...,v;] = R"™, akkor vy, vs,..., v linearisan fiiggetlen vektor-
rendszer.

(b) Hawvy,ve, ..., v linedrisan fiiggetlen vektorrendszer, akkor [vq, va, . . ., vg]
=R".

(c) Hawvy,ve, ..., v linedrisan fiiggs vektorrendszer, akkor van olyan i, mely-
re v; elGall a vy, vo, ..., v;—1 vektorrendszer linearis kombinécidjaként.

(d) A wv1,ve,...,v; vektorrendszer pontosan akkor linearisan fliggetlen, ha
minden i-re [V, V9, ..., Vi1, Vitl, ..., V] # [V1,V2, ..., V]

(e) Minden vy, ve, ..., v, vektorrendszerben van olyan linearisan fliggetlen
részrendszer, amely altal kifeszitett vektorhalmaz éppen [v1,ve, ..., vg].

(f) Ha egy vektorrendszer rangja r, akkor nincs benne r elemd linearisan
fiiggd részrendszer.

(g) Egy vektorrendszer barmely két olyan linearisan fiiggetlen részrendszere,
amely ugyanazt a vektorhalmazt fesziti ki, mint az eredeti, ugyanannyi
elembdl all.

(h) Ha egy vektorrendszer minden tagja elall 2 méasik tag linearis kombina-
civjaként, akkor a vektorrendszer rangja 2.

(i) Ha egy négyzetes matrix sorai linearisan fiigg6 vektorrendszert alkotnak,
akkor a matrix determinansa 0.

(j) Egy nemzér6 matrix determinénsrangja r, ha van a matrixban r rendi
nemeltng aldeterminans.

(k) Az R™ vektortér U részhalmaza pontosan akkor altér R"-ben, ha zart az
Osszeadésra és a skalarral valo szorzasra.

(1) Minden n-ismeretlenes linearis egyenletrendszer megoldasai alteret alkot-
nak az R" vektortérben.

(m) Ha egy n-ismeretlenes homogén lineéris egyenletrendszer &ltalanos meg-
oldasaban a kotott ismeretlenek szama r, akkor a megoldasok altere
megadhat6 r elemd generatorrendszerrel.

Eredmény. (a)—(e) hamis, hamis, igaz, igaz, igaz

(f)—(j) hamis, igaz, hamis, igaz, hamis

(k)—(m) hamis, hamis, hamis

6.2. Feladat. Dontse el, hogy linearisan fiiggetlen vektorrendszert alkotnak-
e az alabbi vektorok az R™ vektortérben.

(a) n=3; (1,-1,2), (111) (0,1,2),(1,-2,1);

(b) n = 3; (1 2 1),( , ) (1,1,0)

(c) n=3; (1, 70)7(1 1, 1),(1,-3,-1);

(d) n =4; (17 a374)7(0a 7172)7<27 7579

(e) n = 4; (1, 1,1),(0,1, ,1) (1,1,1,0),( 1 2,1,1)
(f) n=25; (0024 -2),(3,0,0,-3,-3), (-1, 1,2,4,1).

1
Eredmény. linearisan fiiggetlen: (b),(d),(e),(f)
linearisan fiiggs: (a),(c)
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6.3. Feladat. Az a paraméter mely értékeire alkotnak az R™ vektortérben az
alabbi vektorok linearisan fiiggd, illetve linearisan fiiggetlen vektorrendszert?
(a) n= 4; (37 2, ]-7 _4)7 (_2) _4a _1a 4)7 (CL, 107 3a _12);

(b) n= 57 (_1a ]-a 27 _37 _1)’ (_]-a 3a 7a _87 _2)7 (CL, _4, _11’ 9? 1)7

(¢c) n=4;(1,2,0,-1),(2,3,1,3),(—2,-5,7,a).

Eredmény. (a) linearisan fiiggetlen < a # 7
(b) linearisan fiiggetlen < a # —2
(¢) mindig linearisan fiiggetlen

6.4. Feladat. Hatarozza meg az R” vektortérbeli megadott vektorrendszer
rangjat, és adjon meg benne olyan linearisan fiiggetlen részrendszert, amely
ugyanazt a vektorrendszert fesziti ki, mint az eredeti:

(()n:3,(200)(3 ,0), (7, 9, )

b) n= 7(3a ’ )7( 12 8, 4) ( ) ( )

(C) n:47 (Oa a274)>(2a 17 72)7( a )

(d) TL:4, (15 a471) ( ) a 5a ) ( 1a_ )’(1727_273);

(e) n=4; (1,—1,2,0), (— 1, ~5,—-1),(0,1, -3, —1) (2,—1,2,0),
(1,2, -6, -2). (—3,3, —4,3)

Eredmeény. (a) r = 3, mindharom vektor

(b) =2, pl. els6, negyedik vektor

(¢) r =3, mindharom vektor

(d) r =3, pl. els6, masodik, harmadik vektor

(e) r =4, pl. els§, masodik, negyedik, hatodik vektor

6.5. Feladat. Hatérozza meg a kidvetkez6 matrixok rangjat. Adjon meg a
maéatrixokban a ranggal megegyezs szam linearisan fliggetlen sorvektort, osz-
lopvektort, valamint a ranggal megegyezd rend nemelting aldeterminénst.

1 2 3 1 3 9 1 -2 3
2 5 6 2 4 8 -3 6 -9
(a) 35 9] (b) 9 3 1| (C) 9 4 6 )
010 8 4 2 —4 8 —12
A s 1 3 2
3 5 4 -1 -2 2 1
2 1 4 3

Eredmény. Rang, ranggal megegyezs méret linearisan fiiggetlen sorvektor-
és oszlopvektor-rendszerek:

a) r =2, pl. els6, masodik sor; els§, masodik oszlop

) =3, pl. els6, masodik, harmadik sor; els§, masodik, harmadik oszlop
(c) r =1, pl. elsé sor; els6 oszlop

) r =3, minden sor és oszlop
(e) r =3, pl. els6, masodik, harmadik sor; els6, masodik, harmadik oszlop
A ranggal megegyezs rendi nemelting aldeterminansok pl. a megadott sorok
és oszlopok altal meghatarozottak.

6.6. Feladat. A Kronecker—Capelli-tétel alkalmazaséval dontse el, hogy az
alabbi lineéris egyenletrendszer az a paraméter mely értékeire oldhaté meg.



r1 + T2 + T3 = 3

(a) —x1 +3x9 — 223 = 0 ;
x1 + dxa = a—4
r1+x9+2x3 = -—1

(b) 2z —xz9+223 = —4;
3z + 4x3 = a
r1 — 229 + 313 = 1

(C) —4xo + Txs = 2
—x1 + 6x9 — 1123 = =3’
3z1 + (a®> — 20)zy + 523 = a+6
r1 —2x9 +x3 = 1

(d) T —I9 +r3 = 3

r1 —2ry +(a?—-8)r3 = a+4

Eredmeény. (a) megoldhato, ha a = 10
(b) megoldhato, ha a = —5

(¢) megoldhato, ha a # 4

(d) megoldhato, ha a # 3

6.7. Feladat. Allapitsa meg, hogy az alabbi U részhalmazok koziil melyek
alterek az R3 vektortérben:

(a) U = {(z1,22,23) : x1 = 0 vagy z2 = 0};

)U {( ):x1:0,x2:0};

)U {( ):x1+2x2—$3:0};

) U = {(.%'1,.%'2,.%3) X1 — T+ a3 = 1, 1+ X2 + X3 :()};
) U {( ) :3x1x2+x3:0};
): :L'% + :E% = 0}.

Eredmeény. altér: (b),(c),(f)
nem altér: (a),(d),(e)

6.8. Feladat. Adja meg az R™ vektortér U alterét generatorrendszer segit-

ségével (lasd a 3.4. Feladatot):

(a) n=3, U ={(x1,22,23) : 221 —x3 = 0};

(b) n=3, U= {(z1,22,23) : 201 — 23 =0, 21 + 22 = 0};

(¢c) n=4, U={(z1,22,23,24) : x1 —x2 + 23 =0, 2 + 23 + 24 = 0};

(d) n=4, U ={(x1,x2,23,74) : 11— x2+303—224 =0, 201 +T0—T3—24 =
0, zo + z3 + x4 = 0}.

Eredmény. (a) U = [(1,0,2),(0,1,0)]
(b) U=[(-1,1-2)]

(¢) U=1[(~2,-1,1,0),(~1,-1,0,1)]
(d) U= [(17 —-1,0, 1)]

6.9. Feladat. Adja meg az R" vektortérben a megadott vektorok altal
kifeszitett alteret homogén lineéris egyenletrendszer segitségével (lasd a 3.6.
Feladatot):

(a) n=3; u=(1,1,1), v=(— 22 -2), w=(3,-1,3);

(b)y n=3; u=(-1,-1,-1), v=(-2,2,-2), w=(0,—1,3);

(c) n=4; u=(2,2, 24), ( 4 —5,6,—5);



4

(d) n =4 u-(, , 3, ) v=(0,1,-1,2), w=(-3,0,-3,0);

() n=>5u=(1,0,2,-1,-2), v=(-2,1,-4,3,2), w = (3,—-1,5,-2,-3).
Eredmény. (a) {(z1,z2,23): v1 = 23}

(b) {(.’L‘]_,I‘Q,ﬂf:g) L1,X2,T3 € R}

( ) {(xl,mg,ﬂfg,x4) — 21+ 229 +x3=0, =bx1 4+ 329 + 24 = 0}

(d) {(z1, 22,23, 24): T4 = 22}

(e) {(x1,m, 23,24, 25): — 3x1 —x2 + 223+ 24 =0, 229 + 23+ 25 = 0}

6.10. Feladat. Ellendrizze, hogy a megadott vektorrendszer bazist alkot-e
az altala kifeszitett R™-beli altérben (lasd a 6.2. Feladatot), és ha igen, akkor
hatarozza meg (ha lehetséges) a v vektor koordinatasorat ebben a bazisban
(lasd a 3.3. Feladatot).

(a) n=3;(1,1,1),(1,1,0), v = (1, —1,1);

(b) n = 3; (1,—1 2),(1,2,3), v=(1,-1,1);

(c) n=3 (-1,2,1),(1,2,3),(1,1,2), v = (1,—1,0);

(d) n=4;(~1,1,1,0),(1,2,1,-1),(1,1,1,1), v = (1,2,1,2);

(e) n=4; (1,-2,0,—1),(0,—1,-2,4), (2, 4,0, —1), (—4,8,2,4), v =
(1,0,—1,2

Eredmény. (a) bazis, nem eleme v
(b) bézis, nem eleme v

(c) nem béazis

(d) bézis, nem eleme v

(e) bazis, (—31,—2,11,—2)

6.11. Feladat. Keressen az R™ vektortér U alterében megadott generator-
rendszernek olyan részrendszerét, amely bazist alkot (lasd a 6.4. Feladatot):

(a) n= 3; U= [(3?_271) ( 12 8 4) (67_571)7(127_974)];

(b) n= 3; U= [(17275)7 (3 4 10)7(07 )7 (7> _27_5)];

(©) n=14U=[(0,1,2,4),(2,-1,2,2), (1, ~1,1,2)]

(d) n=4;U=][(1,2,4,1), (-2,-4,-5,-3),(-1,-2,-7,0), (1, 2,3)];

(&) n=4,U=1[(1,-2,-4,3),(-2,4,—-8,—6),(3,—6,—12,9)];

(f) n=6;U =[(1,1,-2,0,1, 2)(,3, ,1,0, )(,5 —6,1,2,3),
(-1,-2,0,-1,1,3),(-1,1,7,3,-2,-5),(—=3,2,4,—1, -2, 1)].
edmény. (a) pl. els6, mésodik és harmadik vektor

Er

(b) pl. mésodik és negyedik vektor

(c) a vektorok bazist alkotnak

(d) pl. els6 és masodik vektor

(e) minden bézis egyelemii, barmely generatorelem lehet béazis
(f) pl. els6, masodik, 6todik és hatodik vektor

6.12. Feladat. A 6.11. Feladatban megadott R™-beli U alterekben keressen
olyan bazist,
(i) amely lépcss alaku (pontosabban az a matrix 1épcesds alaka, amelynek
sorvektorai a bazis elemei);
(ii) amelynek egyik eleme sem skalarszorosa a lépcsds alaku bézis elemeinek;
(iii) amely R™ standard bazisabol a lehetd legtobb elemet tartalmazza.

Eredmény. (a) (i) (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)
(i) pl. (5,-5,0), (3, —5.0), (7, —9, —11)
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