6. Feladatsor — Lineéris fiiggetlenség, rang, alterek

6.1. Feladat. Legyen v1,v9,...,v; tetsz6leges vektorrendszer az R™ vek-
tortérben. Dontse el, hogy igazak-e az aldbbi allitasok, és dontését réviden
indokolja:

(a) Ha [v1,va,...,v;] = R™, akkor vy, vs,..., v linearisan fiiggetlen vektor-
rendszer.

(b) Hawvy,ve, ..., v linedrisan fiiggetlen vektorrendszer, akkor [vq, v, . . ., vg]
=R".

(c) Hawvy,ve, ..., v linedrisan fiiggs vektorrendszer, akkor van olyan ¢, mely-
re v; elGall a vy, vo, ..., v;_1 vektorrendszer linearis kombinéci6jaként.

(d) A wvy,v9,...,v; vektorrendszer pontosan akkor linearisan fliggetlen, ha
minden i-re [v1, V2, ..., Vi—1, Vit1,---,Vk] 7 [V1,V2,..., VL.

(e) Minden vy, va, ..., v, vektorrendszerben van olyan lineéarisan fliggetlen
részrendszer, amely altal kifeszitett vektorhalmaz éppen [vi,va, ..., vk].

(f) Ha egy vektorrendszer rangja r, akkor nincs benne r elemd linearisan
fliggd részrendszer.

(g) Egy vektorrendszer barmely két olyan linearisan fiiggetlen részrendszere,
amely ugyanazt a vektorhalmazt fesziti ki, mint az eredeti, ugyanannyi
elembdl all.

(h) Ha egy vektorrendszer minden tagja elall 2 méasik tag linearis kombina-
civjaként, akkor a vektorrendszer rangja 2.

(i) Ha egy négyzetes matrix sorai linearisan fiiggs vektorrendszert alkotnak,
akkor a méatrix determinansa 0.

(j) Egy nemzéré matrix determinénsrangja r, ha van a méatrixban r rendd
nemelting aldeterminans.

(k) Az R™ vektortér U részhalmaza pontosan akkor altér R"”-ben, ha zart az
Osszeadasra és a skalarral valo szorzasra.

(1) Minden n-ismeretlenes linearis egyenletrendszer megoldésai alteret alkot-
nak az R™ vektortérben.

(m) Ha egy n-ismeretlenes homogén lineéaris egyenletrendszer altalanos meg-
oldasdban a kotott ismeretlenek szédma r, akkor a megoldasok altere
megadhat6 r elemi generatorrendszerrel.

6.2. Feladat. Dontse el, hogy linearisan fiiggetlen vektorrendszert alkotnak-
e az alabbi vektorok az R™ vektortérben.

(a) n=3; (1,—1,2),(1,1,1),(0,1,2),(1,-2,1);

(b) n=3; (121),( -1,1),(1,1,0);

(c) n=3; (1,—1,0),(1,1, ), (1,-3,—-1 )

(d) n=4; (1,-2,3,4),(0,-3 ,1,2),( ,—4,5,9);

(e) n=4; (1,—-1,1,1), (0,1,2,1),( ,1,1,0), (—1,2,1,1);
(f) n=5; (0,0,2,4,-2),(3,0,0,—-3,-3), (-1, — 1,2,4,1).

6.3. Feladat. Az a paraméter mely értékeire alkotnak az R™ vektortérben az
alabbi vektorok linearisan fiiggd, illetve linearisan fﬁggetlen vektorrendszert?
(a) n=4; (3,2,1,-4),(-2,-4,-1,4), (a, 10,3, —12);

(b) n=5; (—1,1,2,-3, —1) ( 1,3,7, 8 2), ( —4,-11,9,1);

(C) n=4; (1a2a07 )7( 1, )7( (Z).
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6.4. Feladat. Hatarozza meg az R™ vektortérbeli megadott vektorrendszer
rangjat, és adjon meg benne olyan linearisan fiiggetlen részrendszert, amely
ugyanazt a vektorrendszert fesziti ki, mint az eredeti:

(a) n = 3; (2,0,0),(3,—5,0), (7,-9, —11);

(b) n=3; (3,-2,1),(—12,8, —4), (6, 5 2) (12,-9, —4);

() n=4: (0.,1,2,4),(2,—1,2,2), (1, —1, 1, 2);

(d) n=4; (1,2,4,1),(—2,—4, -5, 3)( 1,-2,-7,0),(1,2,-2,3);

(e) n=4; (1,-1,2,0),(-1,2,—5,—1),(0,1, -3, —1), (2, — 1,2,0)
(1,2,-6,-2). (—3,3,—4,3)

6.5. Feladat. Hatérozza meg a kovetkez$ métrixok rangjat. Adjon meg a
métrixokban a ranggal megegyezd szamu linearisan fliggetlen sorvektort, osz-
lopvektort, valamint a ranggal megegyez rendd nemeltiing aldeterminénst.

12 3 139 1 -2 3
2 5 6 2 4 8 -3 6 -9
@35 9|7 ®lg s 1|f @2 4 6 |
010 8 4 2 4 8 12
Loa > 13

(d) | =2 =4 1]; (e)
s s . -1 -2 2 1
2 1 4 3

6.6. Feladat. A Kronecker—Capelli-tétel alkalmazaséval dontse el, hogy az
alabbi linearis egyenletrendszer az a paraméter mely értékeire oldhaté meg.

r1+ T2+ 3 = 3

(a) —x1+3x9 — 223 = 0 ;
T1 + 5x9 = a—4
T1+x0+223 = -1

(b) 201 —x9 +2x3 = —4
3x1 + 4xs = a
T1 — 2x9 + 373 = 1

(c) —4dxy + Txs = 2
—x1 + 6x9 — 11x3 = =37
3z1 + (a2 — 20)%2 +5r3 = a—+6
T —2T9 43 = 1

(d) =1 —x2 +x3 = 3

v —2ry +(a?—-8)x3 = a+4
6.7. Feladat. Allapitsa meg, hogy az alabbi U részhalmazok koziil melyek
alterek az R3 vektortérben:
(a) U= {(z1,22,23) : 1 = 0 vagy x2 = 0};
(

b) U = {(z1,22,23) : x1 =0, x2 = 0};

(¢) U= {(z1,72,73) : 71 + 222 — 23 = 0};

(d) U ={(z1,22,23) : x1 —x2+23 =1, 21 + 22 + 23 = 0};
(e) U ={(z1,72,23) : 3x122 + x3 = 0};

(f) U = {(21,29,23) : 22 + 23 = 0}.

6.8. Feladat. Adja meg az R™ vektortér U alterét generatorrendszer segit-
ségével (lasd a 3.4. Feladatot):



(a) n=3, U ={(z1,22,23) : 221 — x3 = 0};

(b) n=3, U={(x1,22,23) : 221 — 23 =0, 21 + x2 = 0};

(c) n=4, U={(z1,22,23,24) : 21 —x2 + 23 =0, x2 + 23+ 24 = 0};

(d) n=4, U={(x1,x2,23,24) : T1—x2+3x3—2x4 = 0, 201 +22—T3—24 =

0, .1’2+.%'3+£C4:O}.

6.9. Feladat. Adja meg az R" vektortérben a megadott vektorok altal
kifeszitett alteret homogén lineéaris egyenletrendszer segitségével (lasd a 3.6.
Feladatot):

(a) n=3; u=(1,1,1), v=(-2,2,-2), w=(3,—-1,3);

(b) n=3; u=(-1,-1,-1), v=(-2,2,-2), w = (0,—-1,3);

() n=4; u=1(2,2,-2,4), v=(—4,-5,6,-5);

(d) n=4; u=(1,2,-3,4), v=(0,1,—-1,2), w=(-3,0,-3,0);

(€) n="5 u=(1,0,2-1,-2), v=(-21,-4,3,2), w= (3, ~1,5,—2, —3).

6.10. Feladat. Ellenérizze, hogy a megadott vektorrendszer bazist alkot-e
az altala kifeszitett R™-beli altérben (lasd a 6.2. Feladatot), és ha igen, akkor
hatarozza meg (ha lehetséges) a v vektor koordinatasorat ebben a béazisban
(lasd a 3.3. Feladatot).

(a) TL—3, (Llal) ( 71a )7U ( 7 )7

(b) 37 ( )a(152>3)7 _171)a

(c) n=3; (— ,2, 1), (1,2,3),(1 ( —1,0);

(d) n= 47 ( ’1,17 ) (172,1, )7( ) 7 7 7U (1727172);

(e) n= 4, (1,-2,0,—1), (0, —1,-2,4), (2,—4,0,—1), (—4,8,2,4), v =
(1,0,-1,2).

6.11. Feladat. Keressen az R™ vektortér U alterében megadott generator-
rendszernek olyan részrendszerét, amely bazist alkot (lasd a 6.4. Feladatot):

(a) n=3 U =[(3,-21),(-12,8,—4,),(6,-5,1), (12, -9,4)];
(

b) n=3 U = [(1,2,5), (3,4.10), (0,0,0), (7, —2,—5)]:
(C) n=4U= [(07172a4>7(2 17272) (1, 17172)]
() n=4U=[(L2a41), (-2,-4,-5-3),(-1,-2,-7,0), (1,2,-2,3)}
() n =4 U = [(1.-2, —4,3),(-2,4,—8, —6), (3, —6, 12, 9)];
(f) n = 6; U:[(1717_2)0’ ’ ) ( ;3 71707 ) ( 75 —6,1 72?3)7
(— ,—2,0,—1,1,3), ( 1,1,7,3,— ),( 3,2,4,—1, 2,1)]

6.12. Feladat. A 6.11. Feladatban megadott R"-beli U alterekben keressen
olyan bazist,
(i) amely lépcss alaku (pontosabban az a matrix 1épesés alaka, amelynek
sorvektorai a bazis elemei);
(ii) amelynek egyik eleme sem skalarszorosa a 1épcsds alaku bézis elemeinek;
(iii) amely R™ standard bazisabol a lehets legtobb elemet tartalmazza.

Szorgalmi feladatok

6.13. Feladat. Legyen uj, uo,...,u; és v1,vs, ..., v két tetsz6leges vektor-
rendszer az R™ vektortérben. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitasok, és
dontését réviden indokolja:
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(a) Ha wuy,ug,...,ug és vi,ve,..., v linedrisan fiiggetlen, akkor az u; + vy,
Ug + vo, . .., ur + v vektorrendszer is az.

(b) Ha wi,vi,ug,va,. .., ug, vy linedrisan fiiggs vektorrendszer, akkor wj,
ug, ..., U, €s v1,v2,...,V 1S az.

(¢) Ha vy, vg,...,v; linedrisan fliggetlen, akkor a vy + vg,v1 4+ vo + vs, ...,
v1 +vg + ...+ v vektorrendszer is az.

6.14. Feladat. Legyen u, v, w linearisan fiiggetlen vektorrendszer valamely
R™ben. Mit mondhatunk az aldbbi vektorok linearis fliggetlenségérsl?

(a) u+v, u—v, u—2v+ w;

(b) u+2v, u+ 2w, —2v+ w;

(¢) u+3v+2w, 2u+w, u+v+w.

6.15. Feladat. Legyen vy, vo,...,v; olyan vektorrendszer, amelyben pon-
tosan egy olyan vektor van, amely elGall a tobbi vektor linearis kombinécio-
jaként. Igazolja, hogy ez a vektor a nullvektor.

6.16. Feladat. A vy, v9,vs, vy vektorrendszerrdl a kévetkezdket tudjuk: a
v1, V2, v3 részrendszer linearisan fliggetlen, de az Gsszes tobbi haromtagt
részrendszer lineérisan fliggs. Meghatarozza-e ez egyértelmiien a vy vektort?

6.17. Feladat. Adja meg az a paraméter Gsszes olyan értékét, amelyre az

alabbi R™-beli vektorrendszer linearisan fiiggs:

(a) n=4; (1,-1,0,1),(1,1,1,0),(-1,a,2,1);

(b) n=4; (1,0,1,2),(-1,2,1,2),(1,0,1,0), (1, 2,4, a);

(¢c) n=4;(1,-2,3,1),(0,1,-1,1),(2,-3,6,5),(—1,1,0,a);

(d) n=3; (a,1,0),(0,a,1),(1,0,a?).

6.18. Feladat. Hatarozza meg az a valdés paraméter értékétsl fiiggGen az

R?" vektortérbeli
(1,0,0,...,0,0,a),(0,1,0,...,0,a,0),...,(0,...,0,1,a,0,...,0),
(o,...,0,a,1,0,...,0),...,(0,a,0,...,0,1,0), (a,0,0,...,0,0,1)

vektorrendszer rangjat.

6.19. Feladat. Mutassa meg, hogy tetsz6leges v, vo, ..., vy vektorrendszer
esetén r(vi,ve, ..., v5) = 7(v1,01 + Vo, ..., 01 F U+ -+ V).

6.20. Feladat. Igazolja, hogy tetsz6leges uy, uo, ..., ur és vy, va, ..., v; vek-
torrendszerek esetén r(uj + v1,uo + vo, ..., up + vg) < r(ug,ug,...,ur) +
r(vy,v2, ..., Uk).

6.21. Feladat. Az a paraméter értékétdl fiiggéen hatarozza meg a kovetkezs
matrix rangjat:

11 -1 2

a 1 1 1

1 -1 3 -3

4 2 0 a
6.22. Feladat. Egy n ismeretlenes valos linearis egyenletrendszer bévitett

martrixanak van determinansa, és ez a determinans nem 0. Mit mondhatunk
az egyenletrendszer megoldhatdsagarol?

6.23. Feladat. Igazolja, hogy az R"™ vektortér nem &llhat el6 két valodi
alterének unidjaként.
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6.24. Feladat. Bizonyitsa be, az R" vektortér minden U, V, W alterére tel-
jesil, hogy ha U C W, akkor (U+V)NW =({UNW)+ (VNW).

6.25. Feladat. Igazolja, hogy a R" vektortér Gsszes alterének van olyan
béazisa, amelyben a vektorok koordinatainak Gsszege azonos.

6.26. Feladat. Mutassa meg, hogy az R" vektortér X = [(1,1,...,1)]
és Y = {(a1,az2,...,a,) : a1+ 2az+ -+ na, = 0} altereire teljesiil, hogy
XNY ={0}és X +V =R".

6.27. Feladat. Legyen a v vektor koordinatasora a v, vs,...,v, bizisban
(1,9, ..., ). Igazolja, hogy ekkor a v,vs,..., v, vektorrendszer is bazis,
és adja meg benne a vy vektor koordinatéit. A koordindtasorban 1 helyett
milyen koordinata esetén nem igaz ez az allitas?



