5. feladatsor — Determinansok

5.1. Feladat. Dontse el, hogy igazak-e az aldbbi allitasok, és dontését roviden
indokolja:

(a) Ha egy matrix minden eleme raciondlis szam, és a determinansa %,
akkor a matrixban van olyan elem, amelynek nevezGje paros szam.

(b) Ha egy 2 x 2-es matrix determinansa 0, akkor a matrix mindkét sora a
masik sordnak skalarszorosa.

(c) Ha egy 2 x 2-es méatrix determinénsa 0, akkor a matrix valamelyik sora
a masik sordnak skalérszorosa.

(d) Ha egy 3 x 3-as matrix determinansa 0, akkor a matrix valamelyik sora
valamelyik méasik soranak skalarszorosa.

(e) Ha egy matrix minden eleme egész szam, és a determinansa paros szam,
akkor a matrix minden eleme paros szam.

(f) Ha egy méatrix minden eleme egész szam, és a determinansa paros szam,
akkor a matrix valamelyik eleme paros szam.

(g) Ha egy linearis egyenletrendszer annyi egyenletet tartalmaz, mint ahény
ismeretlenje van, és az egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van,
akkor az egyenletrendszer egyiitthat6ibol allo determinans 0.

(h) Ha egy linearis egyenletrendszer annyi egyenletet tartalmaz, mint ahény
ismeretlenje van, és az egyenletrendszer egytlitthat6ibol all6 determinéns
0, akkor végtelen sok megoldas van.

Tetszbleges A, B métrixok esetén
(i) ha A, B nemelfajuld, akkor A + B is az;
(j) ha A, B elfajulo, akkor A + B is az;
(k) ha A, B nemelfajulo, akkor AB is az;
(1) ha A, B elfajulo, akkor AB is az.

5.2. Feladat. Minél egyszertibben hatarozza meg a kovetkez§ determinén-
sokat:

4 0 0 0 -2 1 -3 4
0 0 -3
0 -2 0 0 0 -2 5 0
0 0 0 3 0 0 0 9
-1 3 4 5 0 0 0 1 -1 2 30
0 0 —4 3 0 0 2 -2 4 -2 0 0
Dlg 23 40 @l 51 50 Ofs o g0
0 0 0 -4 -2 3 4 1 5 -3 1 6
5.3. Feladat. Szamolja ki a kovetkez6 determinansokat:
L1 2 -1 3 3 1 -3
@y 5w 2ale @fz s
-3 5 6 2 -5 8
1 =2 1 0 5 30 1 4 =2 0 1 =3
3 1 0 -1 4 2 27 L2 17 -1
(d) (e) . ] 0 3 -2 0 -2
2 3 -1 2 8 3 4 0
0o 0 1 3 2 3 4 6 0 1 -3 6 —4
-3 -5 2 5 8
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5.4. Feladat.

Adja meg a vy, v9,v3 € R3 vektorok altal meghatarozott para-

lelepipedon térfogatat:

(a) v1 = (1,2,

_3)7 Vg = (27 17 _4>7 U3 = (17073)7

(b) vy = (1,8,5), vy = (—2,5,11), v3 = (5,9,12).

5.5. Feladat.
(a)

5.6. Feladat.

determinénst.

5.7. Feladat.

5.8. Feladat.
6
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6

5.9. Feladat.

5.10. Feladat. A Laplace-tétel

minansokat:

1 2

(a)
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Adja meg az x értékét gy, hogy teljesiiljon az egyenlGség:

1 3 —4 0 =z —6
2 0 3|=8; (b) |z =7 =5 |=0.
1 -1 x 4 2 —4
Széamolja ki a

24 11 13 17 19

51 13 32 40 46

61 11 14 50 56

62 20 7 13 52

80 24 45 57 70

Hatarozza meg z3 egyiitthatojat az alabbi determinansban:

5 1 2 3
r x 1 2
1 2 x 3
zr 1 2 x

Szamitsa ki a kovetkezs determinansokat:

3 3 3 4 -2 4 -8 16
4 4 4 4 -1 1 -1 1
9 4 _g |} (b) 8 2 2 2 2

9 97 81 12 6 12 24 48

4 -3 9 27 81

Szamitsa ki a kovetkezs n X n-es determinénst:

1 2 3 ... n
-1 0 3 ... n
-1 =2 0 ... n
-1 -2 -3 ... 0

alkalmazésaval szamitsa ki az alabbi deter-

000 1 020 3 0
0 00 5 1 4 2 7 3 881_21
400-(b)104090-(c)—12—35
5 0 0 8 1 53 7 6| 5 3 4 1
6 7 3 1 080 27 0 L 1 3 9
3 4 1 9 1 54 3 10

Feladat. A 3.2. Feladatban szerepld linearis egyenletrendszereket, ha

lehetséges, oldja meg Cramer-szaballyal.

— O = = =
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5.12. Feladat. Hatarozza meg a 4.9. Feladatban szereplé méatrixok inverzét
az adjungéltakat tartalmazo6 képlet segitségével.

Szorgalmi feladatok
_1)li—dl L L

5.13. Feladat. Legyen a;; = (=1) , ha ! 7&]’ Szamitsa ki az A =
2, ha i = j.

(@ij),,s,, Matrix determinansat.

5.14. Feladat. Ha olyan nemnulla determinénsi n x n-es matrixot akarunk

felirni, amelyben minden elem 0 vagy 1, akkor legalabb hany 1-t kell felhasznal-
nunk? Es mennyi a 0-k szamanak minimuma?

A kévetkezd feladatokban a determindnsok értékét kell kiszdmolni; ha nem deriil
ki a determindns rendje, akkor n-edrendinek kell tekintena.

5.15. Feladat.

1 nn n
n 2 n ... n
n 3 n
n n n n
5.16. Feladat.
a b b b
b a b . b
b b a b
b b b a
5.17. Feladat.
2 2 2 21
2 2 2 2 2
2 2 3 2 2
2 n—1 ... 2 2 2
n 2 2 2 2
5.18. Feladat.
0 1 1 1
1 0 « x
1 = O x
1 z = ... 0

5.19. Feladat. Szamitsa ki a kdvetkezd determinanst a determinans kifejtése
nélkiil:

a® (a+1)? (a+2)? (a+3)?
B2 (B+1)? (B+2)?° (B+3)
7 o(r+1)? (Y422 (v +3)°
2 (6+1)* (0+2)% (0+3)?
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5.20. Feladat. A determinansok kifejtése nélkiil igazolja, hogy

bi+c ca+ar ar+b ar b1 a
by+ca cataz ax+bal =2lax by c2f.
bs+c3 c3+as asz+bs as by c3

5.21. Feladat. Egy A matrixot ferdén szimmetrikusnak neveziink, ha AT =
—A. Bizonyitsuk be, hogy ha n pératlan, akkor barmely ferdén szimmetrikus
A € R™™ métrix determinénsa 0.

5.22. Feladat. Keresse meg a kovetkez6 lineéris egyenletrendszer altalanos
megoldasat:

T + T2 + + Tp = 1
axy +  axa + - 4+ aprp, = b
atr) + atry + -+ atz, = b?
a’f_lacl + ag_lxg + o+ avly, = bt
(a1,az,...,a, paronként kiillonb6z8 valos szamok).

5.23. Feladat. Keresse meg a kovetkezG lineéris egyenletrendszer altalanos
megoldasat:

ary -+ To + r3 + -+ + T, = 1
rn + ara + z3 + - + 1z, = 1
r1 + x3 + ars + -+ + x, = 1
r + v + x3 + - + av, = 1

(a € R tetszoleges).



