4. feladatsor — Matrixok

4.1. Feladat. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitasok, és dontését réviden
indokolja:

(a) Z?:li = Zlgigni

)
)
' ._,1=mn! minden n pozitiv egészre;
d :);‘771 . | . d p .t, g,
€) Yoiim1 i =2 cicjen i+ D i? minden n pozitiv egészre;
)
R™ "™ matrixok esetén;
(g) tetszoleges diagonalis A, B € R™ ™ matrixok esetén az A + B és az AB
matrix is diagonalis;
(h) tetszdleges szimmetrikus A, B € R™*™ matrixok esetén az A+ B és az AB
métrix is szimmetrikus.

4.2. Feladat. Egy iizemben haromféle miizlit gyartanak, csokoladésat, mo-
gyorosat és kokuszosat, a kovetkez§ alapanyagok felhasznalésaval: zabpehely,
csokoladé, mogyord és kokuszforgacs. A csokolddés miizlihez 4 egység zabpe-
helyre, 3 egység csokoladéra és 1 egység mogyordra van sziikség. A mogyords
miizli 3 egység zabpelyhet, 2 egység csokolddét és 4 egység mogyorot tartal-
maz, a kokuszos pedig 3 egység zabpelyhet, 1 egység csokoladét és 3 egység
kokuszforgécsot.

(a) Hatarozza meg a termelési matrixot.

(b) Adja meg, hogy mennyi alapanyag kell az egyes napokra, ha a kovetkezs
megrendeléseket kapta az iizem egy adott héten a csokoladés (cs), mogyords
(m) és kokuszos (k) miizlire

cs m k
h 2 1 3
k 0 4 5
sz| 3 2 1
cs| 0 4 5
P 2 3 8

(c) Mennyibe keriil az egyes miizlifajtak elsallitasa, ha az alapanyagok egységnyi
arai a kovetkezSk: zabpehely 400 Ft, csokoladé 100 Ft, mogyoré 60 Ft,
kokuszforgécs 80 Ft?

4.3. Feladat. Egy étteremben haromféle salatat drulnak, babsalatét, franci-
asalatat és tésztasalatat, a kovetkezé alapanyagokbdl elGallitva: bab, majonéz,
tejfol, borsd, répa, tészta. Egy adag babsalatahoz 5 egység babra, 3 egység ma-
jonézre és 1 egység tejfolre van sziikség. A franciasalatahoz 4 egység majonézt,
2 egység tejfolt, 3 egység borsot és 4 egység répat hasznalnak fel. A tésztasalata
elkészitéséhez pedig 1 egység bab, 5 egység majonéz, 2 egység tejfol, 1 egység
borsé és 6 egység tészta kell.

(a) Hatarozza meg a termelési matrixot.
1



2

(b) Mennyi alapanyagra van sziikség egy napra, ha a tapasztalatok alapjan
reggelire, ebédre és vacsorara a kovetkezd matrixnak megfelel adag salata
szokott elfogyni:

b f t
rf{b T 2
el 10 18 20 |?
v\5 13 9

(c) Mennyibe keriil az egyes salatakbol egy adag, ha az alapanyagok egységnyi
ara: bab 100 Ft, majonéz 150 Ft, tejfol 50 Ft, borsé 60 Ft, répa 20 Ft,
tészta 80 Ft?

4.4. Feladat. Szamitsa ki az

(a) A+ B, 3A, BY, BC, AC, D(B+C");
(b) A+CT, 3B, DA, B™D, (AT +C)D;
(c) CY + B, 4C, DB, ATD, D(C" + A)

matrixokat a kovetkezé matrixokra:

1 0 -2 1 3 -1
A_<2—1 3>’B_<20 1)’

1 2
C=|1 =2 ,D:<_1§).
0 —4

4.5. Feladat. Szamitsa ki az

(a) AB, BC, FBT, G?, (A+ BT)D;
(b) BA, DC, BG, DTCT, AD + B™D;
(c) B+ AY, OB, CD, FTA, (A+ B)C.

méatrixokat (amennyiben léteznek) a kovetkez6 méatrixokra:

1 2
A:(1 2 _1>,B: -1 1 ],C=(120),
1 -2 3
1 3
1 1 -2 1
D=| -1 ,F:<_11§),G: 1 1 1
2 -1 2 1

4.6. Feladat. Szamitsa ki az f polinom helyettesitési értékét az A helyen, ha
(a) f@)=a?+2+1, A= < e ) € R2%2,
1
b) flz)=a2?—-a—-1, A= 1 0 1 | R
1 1

(c) f(x) =2 — bz + 3, Az(

(d) f(z)=22+3x—4, A=
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1 2
-1 -1
B € R?*2 matrixot, amely A-val felcserélhetd, azaz amelyre AB = BA teljesiil.

4.7. Feladat. Legyen A = ( ) € R?*2. Adja meg az Osszes olyan

4.8. Feladat. Dontse el, hogy teljesiilnek-e az alabbi egyenlGségek tetszdleges
n X n-es A, B métrixok és k,m pozitiv egészek esetén, és dontését réviden
indokolja:

(a) (A— B)(A+ B) = A> - B%

(b) Ak Am — Ak-&-m;

(c) (Akym = Abm,

(d) (AB)* = AkB*.

4.9. Feladat. Hatarozza meg a kovetkez§ matrixok inverzét:

L3 1 2 -3 13 4
(2) <2 8>; (o 1 3] © (01 4];
2 -2 11 2 5 5
1111 1 -2 3 4
3 -4 5

11 -1 -1 2 1 -1 1
(d) g:g _11’ (€) (1 R N ERE
1 -1 -1 1 2 1 2 1

1 -1 0 0 1

1 1 0 0 -1

@0 1 -11 1

1 0 1 -1

-1 -1 1 0 1

4.10. Feladat. Oldja meg a kovetkezd matrixegyenleteket:

1 6 0
( z>-X—<m !)
~1 14 6
w3 5)=(53)
2 10 1
—17 X=1(29 5];
2 8 5
12 0 1
( X(o )-04)
~1 1 -1 1
(e) X - 1 —1 0]l=1(0 1 1
0 -1 -1 1 -1 0

4.11. Feladat. Hatarozza meg a kovetkez§ matrixok LU-faktorizaciojat:

2 0 2 5 _24 _83 ‘;
() | =6 3 =3 —13); (b) | o . |,
4 9 17 16

-6 9 =2
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Szorgalmi feladatok

4.12. Feladat. Legyen A tetszdleges n X k méretd maéatrix, és legyenek 1, j
olyan pozitiv egészek, amelyekre i < n, j < k. Adjon meg olyan P, illetve Q
métrixokat, melyekre a PAQ szorzat az az 1 X 1-es méatrix, melynek egyetlen
eleme az A matrix i-edik soranak j-edik eleme.

4.13. Feladat. Hatarozza meg a matrix n-edik hatvanyat tetszdleges

-1 0
n pozitiv egészre, és minden tovabbi szdmoléas nélkiil adja meg a matrix inverzét
is.

4.14. Feladat. Hatarozza meg a <_\}§ \/§> matrix n-edik hatvanyat tet-

sz6leges n pozitiv egészre, és minden tovabbi szdmolas nélkiil adja meg a méatrix
inverzét is.

i 11 o . o »
4.15. Feladat. Hatérozza meg az 10 maétrix n-edik hatvanyat tetszéleges
n pozitiv egészre.

cosp singp
—singp cosp
tetszGleges n pozitiv egészre, valamint a méatrix inverzét is.

4.16. Feladat. Hatérozza meg az ( > matrix n-edik hatvanyat

4.17. Feladat. Hatarozza meg az Osszes olyan 2 X 2-es matrixot, melynek
négyzete a nullmatrix.

4.18. Feladat. Az A = (a;j)nxn € R™™ matrix nyoma (trace) a féatloban
16vG elemek Gsszege: tr(A) = aij; + aga + -+ + anp. Igazolja, hogy barmely A
matrixra tr (AAT) > 0, és egyenl@ség csak A = 0 esetén &ll fenn.

4.19. Feladat. Igazolja, hogy tetszdleges A, B € R™*™ matrixokra
(a) tr(AB) = tr(BA);
(b) AB— BA+E.

4.20. Feladat. Mutassa meg, hogy tetszdleges @), R, A € R™"™ matrixokra
teljesiil, hogy ha RQ = E, akkor tr(QAR) = tr(A).

4.21. Feladat. Az exponencialis fliggvényre ismert a kovetkezs képlet:

1 172 1.3 $4 _OO:Cn
exp (z) =€ = +x+§+§+ﬂ+”'_zﬂ'
n=0

Itt e ~ 2.718 281 a természetes logaritmus alapszama, a végtelen Gsszeget pedig

0

e , . L . a b o
elég intuitivan értelmezni. Szamitsa ki az exp < a matrixot.

4.22. Feladat. Szamitsa ki az alabbi n x n-es méatrix inverzét:

11 --- 1
1 1 --- 1
01 1

O O =



4.23. Feladat. Hatarozza meg a

01 1 1
1 01 1
110 1

: 1
1 11 1

n X n-es matrix inverzét.

4.24. Feladat. Oldja meg az AX !B — C = AX~! matrixegyenletet, ahol
A, B,C az alabbi méatrixok:

11 2 0 1 -1 1 0 0
A=|01 2], B=[3 -3 2|, c=[2 1 o0
02 1 1 -3 0 0 -1 1

4.25. Feladat. Bizonyitsa be tetsz6leges A, B € R™*" esetén a kévetkezot: ha
AB+ A+ B =0, akkor AB = BA.



