3. Feladatsor — Linearis egyenletrendszerek

3.1. Feladat. Legyen adott egy m egyenletbdl all6 n-ismeretlenes linearis
egyenletrendszer. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitasok, és dontését
réviden indokolja:

(a) Ha n > m, akkor az egyenletrendszernek végtelen sok megoldéasa van.

(b) Ha n = m, akkor az egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa van.

c) Ha az egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa van, akkor n = m.

(d) Ha n < m, akkor az egyenletrendszernek nincs megoldasa.

(e) Ha m < n, akkor az egyenletrendszernek nem lehet pontosan egy meg-
oldéasa.

(f) Tetszdleges u,v € R™ vektorok esetén az %u vektor az u és a v vektorok
linearis kombinacioja.

(g) Az [u,v] halmaz tetsz6leges u, v € R™ vektor esetén végtelen.

(h) Nincs olyan homogén lineéris egyenletrendszer, amelynek egyetlen meg-
oldasa van.

(i) Van olyan homogén lineéris egyenletrendszer, amelynek megoldasai ép-
pen a (2,2,2) +¢(1,1,1) (¢t € R) vektorok.

3.2. Feladat. Oldja meg Gauss-eliminéacioval az aldbbi linearis egyenlet-
rendszereket. Az eredményt altaldnos megoldas forméjaban adja meg.

1 + 2x9 4+ bxg = -9
(a) x1 — x2 + 3x3 = 2,
31‘1 — 61’2 — r3 = 25
4r1 + 4x9 + bdxy = 6
(b) Ty + T2 + 2x3 = 3
“r1 + Txo + 8xz3 = 10
1 + 3x2 drs + x4 1
(¢) 2x1 + 6x2 Trs + x4 6 ;
—31’1 — 9.%2 1051}3 — X4 —11
r3 — 2x4 = 3
(d) 2¢1 + 3x0 + x5 = 4,
4y + 6x9 + 4x3 — 4dxy = 8
2¢1 + w2 + x3 = 2
(e) 1 + 32 + x3 = 5
r1 + x2 + bSxz = T’
201 + 3x0 — 3z3 = 14
200 — x0 4+ 3 + 224 + 3Bx5 = 2
(f) 6x1 — 3x2 + 2x3 + 4xy + Odzs = 3
6ry — 3x9 + 4x3 + 8xry + 13x5 = 9
dxr1 — 2x9 + xr3 + T4 + 205 = 1
z3 + 4dry = 2
(2) r1T — x3 + 3wy = 2
& ry + x3 + 1llzy = 6°
201 — 4x3 — 224 = 0



181 + 920 + 23z3 = 50
(h) 17z; + 13z9 + 1223 = 42 .
211 4+ 2029 — 10x3 = 31

3.3. Feladat. Dontse el az aldbbi vektorok esetén, hogy a v vektor elall-e
a megadott vy, vg, illetve vy, v9, v3 vektorok linearis kombinaciojaként?

(b) v=(1,1,1), v =(1,-1,2), vy = (1,0,1);

(c) v=1(1,2,1), v =(1,1,0), v =(0,1,1), v3 =(1,0,1);

(d) v=(1,2,1), v =(1,1,1), vo = (1,0,—1), v3 = (2,1,0);

(€) v=(1,0,-2,10), vy =(1,-2,0,4), vy = (—2,5, —1, —5);

(f) v=(2,—7,—1,-10), v; = (1,-3,2,1), vy = (0,1,2,4), v3 = (1, —3,3,4);
(g) v=(3,-5,6,8,6), vy =(1,-1,0,4,2), va =(2,-1,-3,10,5)

3.4. Feladat. Adja meg a kovetkezd homogén linearis egyenletrendszerek
megoldasainak halmazat vektorok linearis kombinéci6jaként.

(a) 2z — 23 = 0;

2$1*I3 == O
(b) x1t+x2 = 07

(C) T, — T2 +x3 = 0
rotrzt+axy = 0
(d) 1 —T2+3x3—214 = 0
201 +x90 —x3—24 = 0
r1—2x90+3x4 = 0
(e) x9g —2x3+3x4 = 0
201 —4xo + 23+ 54 = 0
1+ 3x9+3x3 — b5 = 0
(f) 2x9 —x3 +3x4 +225 = 0.
2x1 + 229 + 4x3 + 624 — 625 = 0

3.5. Feladat. Adja meg a 3.2. Feladatban szerepld lineéris egyenletrendsze-
rek megoldasainak halmazat vektorok linedris kombinacidja segitségével.

3.6. Feladat. Keressen olyan homogén linearis egyenletrendszert, amelynek
megoldasvektorai éppen a vi,vs, illetve a v1,vq,v3 vektorok linearis kom-
binaci6jaként el6alld vektorok:

(a) v1 = (1,1,1), va = (1,—1,5);

(b) V1 = (2727 _4)7 V2 = (1a0a3);

(C) V1 = (171a 1)7 V2 = (_2a27 _2)7 U3 = (3a _173)7

(d) V1 = (11 1, 1)7 V2 = (_2a27 _2)7 U3 = (Oa _173)7

(e) V1 = (21 2, _274)7 V2 = (_47 —9,6,—9);

(f) U1 = (1121 374)7 V2 = (07 1, _172)7 U3 = (_3701 3>0)7

(g) v1 = (1,0,2,—1,-2), vg = (—2,1,—4,3,2), v3 = (3, 1,5, —2, —3).

3.7. Feladat. Legyen egy gazdasag két szektorra bontva: I. szektor—Terme-
lés, II. szektor—Szolgaltatas. Minden évben az 1. szektor a termékeinek 80%-
at atadja (fizetség ellenében) a II. szektornak, a tobbit maga hasznalja fel,
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mig a II. szektor kimenetének 70%-a keriil az I. szektorhoz, a tobbi a szek-
toron beliil keriil felhasznaldsra. Keresse meg azokat az egyensiilyi arakat,
amelyeknél a szektorok kiadasai megegyeznek a bevételeikkel.

3.8. Feladat. Tekintsiink egy gazdasagot, amely harom szektorra bomlik: I.
szektor-Energia, 1. szektor—Termelés, I11. szektor-Szolgaltatas. Az 1. szek-
tor a termelésének 80%-at adja el a I1. szektornak és 10%-at a III. szektornak,
a tobbi a szektoron beliil marad. A II. szektor az éltala elGallitott termékek
10%-at adja el az I. szektornak, 80%-at a I11. szektornak, a tobbit hasznalja
fel sajat maga. A III. szektor 20%-ot ad at az I. és 40%-ot a II. szektornak,
a tobbit a szektoron belil hasznositja.

(a) Irja fel azt a linearis egyenletrendszert, amely olyan arakhoz vezet, ahol
a kiadasok minden szektorban megegyeznek a bevételekkel.

(b) Hatéarozza meg azon egyensulyi arakat, ahol a II1. szektor teljes bevétele
100 egység.

Szorgalmi feladatok

3.9. Feladat. Oldja meg a kovetkezs egyenletrendszert, ahol a,b,c valos
paraméterek:

T1 — 2x9 4+ x3 + x4 = a
r1 — 2x9 + x3 — Ty =
r1 — 2x9 4+ x3 + Odxy4 =

3.10. Feladat. Oldja meg (az a valos paraméter fiiggvényében) az alabbi
linearis egyenletrendszert:

r1—T9ot+ax3+taxry = 1

r1+(1—a)zs+(a—1axy = 2

1 —ars+(a—2)zy = 1
—azry + axrs + 2ax3 +2x4 = 3a-—1

3.11. Feladat. Oldja meg (az a valos paraméter fiiggvényében) az alabbi
linearis egyenletrendszert:

T —2w9 +x3 = 1
xr1 —I9 +r3 = 3 .
r1 —2r9 +(a®—8)r3 = a+4

3.12. Feladat. Oldja meg a kovetkez6 egyenletrendszert, ahol a valos para-
meéter:

T + xTo — r3 = 1
2c1 + 3x2 + axs = 3.
Ty + axre + 3x3 = 2

3.13. Feladat. Legyen u,v,w harom vektor a térben. Mit lehet mondani
az u vektorrol, ha tudjuk, hogy w ¢ [u,v], v ¢ [u,w], de u € [v,w]?

3.14. Feladat. Egyszer volt, hol nem volt, volt egyszer hét kicsi kecske. A
maméjuk hozott nekik 2,1 liter tejecskét, és szétosztotta a hét kicsi bogrécs-
kébe, de nem sikeriilt igazsédgosan elosztania. Az els§ kicsi kecske igy szolt:
LEn annyira szeretem a testvérkéimet, hogy inkabb lemondok a tejecskémral
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a javukra.” Azzal egyenlGen szét is osztotta a tejecskéjét a hat testvérkéje
kozott. A masodik kicsi kecske is nagyon joszivii volt, § is szétosztotta a
bogrécskéjében 16vs tejecskét hat testvérkéje kozott. Igy tett sorban a tbbi
kicsi kecske is. Es lassatok csudat! A végén minden kicsi bogrécskében
ugyanannyi tejecske volt, mint a legelején. Azaz mennyi?



