12. feladatsor — Vektorterek altalanosan — Eredmények

12.1. Feladat. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitasok, és dontését roviden

indokolja:

(a) A Z3 vektortérben az (1,0), (0, 1) vektoroknak négy linearis kombinécidja van.

(b) Az RY vektortér minden altere véges dimenzios.

(c) Van olyan linearis egyenletrendszer a Zs test felett, amelynek végtelen sok meg-
oldasa van.

(d) A Z% vektortér minden altere 3* elemszamu valamely k < n-re.

(e) Egy V vektortér pontosan akkor nem véges dimenzios, ha minden n € N-re van
n tagu linearisan fiiggetlen vektorrendszer V-ben.

(f) Ha U és V véges dimenzios T test feletti vektortér, akkor Hom(U, V) is az.

Eredmény. igaz: a,d,ef
hamis: b,c

12.2. Feladat. Igazolja, hogy vektorteret alkot

(a) a valos szamok teste felett a pozitiv valos szamok V' halmaza, ha az ,6sszeadést”
és a ,skalarral valo szorzast” a kiévetkezSképpen definialjuk:

udv=uw, AOv=v" (u,veV, AeR);

(b) Zo felett barmely halmaz hatvanyhalmaza, ha ,Osszeadasnak” a szimmetrikus
kiilonbség képzését tekintjik. (A skalarral valo szorzast miért nem kell kiilon
definialni?)

12.3. Feladat. Alteret alkotnak-e a V vektortérben az U halmazok:

(a) V=Q"" U a V-beli a felsg triangularis matrixok halmaza,

(b) V=R™" U azon V- beli métrixok halmaza, amelyek elemei racionélisak
)
) V= Z"X" U= {A €V : AB = BA}, ahol B rogzitett matrix;

e) V Z”X” U a legfeljebb 2 rangu V-beli méatrixok halmaza;
)
)

sorozatot is);

) V =RY, U a V-beli monoton sorozatok halmaza;

i) V= RR U a V-beli paros fiiggvények halmaza;

Gy V= RR U a véges sok Zerushellyel rendelkezs V-beli fliggvények halmaza
)

van,;
(1) V = Zs[x], U a V-beli harmadfoka polinomok halmaza;
(m) V =Qlz], U a V-beli legfeljebb negyedfoku polinomok halmaza;
(n) V = Zs[z], U azoknak a V-beli polinomoknak a halmaza, amelyeknek Zy mindkét
eleme zérushelye;
(0) V = Hom(R?,R?), U a V-beli origd kézépponti forgatasok halmaza;
(p) V = Hom(R3,R?), U a V-beli sziirjektiv lineéris leképezések halmza;
(q) V = Hom(R3,R?), U azon V-beli lineéris leképezések halmaza, amelyek képtere
az y = x egyenes;
(r) V = Hom(R3,R?), U azon V-beli linearis leképezések halmaza, amelyek képtere
az y = x egyenes valamely altere;
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(s) V = Hom(R3 R3), U a V-beli 6nadjungalt lineéris transzformaciok halmaza.

Eredmény. altér: a,b,dfikm,r,s
nem altér: c,e,g,h,j,ln,0,p,q

12.4. Feladat. Allapitsa meg, hogy az el8z6 feladatban szerepld alterek véges dimen-
zibsak-e.

Eredmény. véges: a,b,d,m,r,s

végtelen: f,ik

12.5. Feladat. Dontse el, hogy a V' vektortérbeli v vektor eleme-e az U altérnek:
(a) V=0Q*% v=(1,-1,-2,1), U=[(1,1,3,0),(2,3,2,1),(3,2, -1, 1)];

(b) V=123, v=(1,0,0,1), U =(1,1,1,0),(~1,0,1,0), (1,1,0, = 1)];
1 0 -1 2

3 4
_ TR2X2 _ _ .
() V=R v={_ 2>’U_ -3 2)°\7 —4)
_ 72x2 (10 . 1 1 -1 0 1 1 )
@v=zo= (g 1) v=[(1 o) (3 0)-( 4))
() V=Rlz],v=3+4z —a? + 223 U = [1 - 32% 4+ 22°, =1+ 2z + T2* — 42°];
() V="2Zsz],v=1+2%U=[1+z+2* —14+2% 14+z—2°;
(g) V = Hom(R% R?), v az 2-tengelyre valé tiikrozés, U = [p,], ahol ¢ az y-

tengelyre valo meréleges vetités, 1 az origd kozéppontt 5 szogii forgatas;
(h) V = Hom(R*,R?), v: (2,y) = (z — 6y,52 + Ty), U = [, 4], ahol ¢: (z,y) —
(x =3y, 2z +4y), ¥: (z,y) = (z, -z +y).

Eredmény. eleme: a,b,c,d,e,fh
nem eleme: g

12.6. Feladat. EgyenlSk-e az aldbbi V' vektortér megadott Uy, Us alterei?
(a) V=123 Uy =[(1,0,1,1),(0,1,-1,1)], Uy = [(1, -1, —1,0), (1,1,0, —1)];

ovo (04 (4 () (1)

() V=Qal; U = [1-22%+323 2 —2® + 423, —1 + 2 +423], Uy = [1 + 22 — 222 +
53,2 — 322 + 323);

(d) V = HOIH(R2,R2); Ul = [(pal/}ﬂ?]’ U2
Vi (z,y) = (—y, 2 +4y), n: (v, y) = (=
p: (z,y) = (22 — 3y, 3y).

= [k, p], ahol @: (z,y) — (x — 2y,3y),
z,z+4y)], k1 (z,y) = (z—2y,22+5y),

Eredmény. (a) egyenldk
(b) nem egyenltk

(¢) Uz C Uy (nem egyenlsk)
(d) Uy C Uy (nem egyenlsk)

12.7. Feladat. Dontse el, hogy linearisan fiiggetlen vektorrendszert alkotnak-e, és
ha igen, akkor bazist alkotnak-e az alabbi vektorok a V' vektortérben:

(a) V =1§; (1,0,0,1,0,0),(0,1,1,1,0,1),(1,1,1,0,0,0),(1,1,0,1,1,0),

0,1,1,0 1
11 -1\ (1 12\ (200
— ()2X%3. .
() V=0 ’<1 2 0)\0 0 1)’(1 1 1)’



11 10 11
(A Vv=z32% 11 0],1 0],]0 0];
00 01 0 1
(e) V a legfeljebb méasodfokt R[z]-beli polinomok vektortere; 1 + 22, x — 22, —1 +
T+ 2%
(f) V a legfeljebb masodfokt Zs[z]-beli polinomok vektortere; 1+ 22, x — 22, —1 +
T+ 2%
(g) V a legfeljebb harmadfokii Zs[x]-beli polinomok vektortere; 1+ x, z + 22, 2% +
23, 1+ 23,

(h) V = Hom(R?,R?); ¢ az x-tengelyre, 1 az y-tengelyre vald tiikrozés;
(i) V = Hom(R% R?); ¢ az a-tengelyre, ¥ az y-tengelyre valo meréleges vetités,
n: (z,y) = (0,2), k: (z,y) = (y,0);
(j) V = Hom(R3 R3); ¢ az z,y-tengelyek sikjara valo tiikrozés, ¢ az x, y-tengelyek
sikjara valoé meréleges vetités;
(k) V =Hom(Z3,Z3), ¢: (x,y,2) — (z+y,x),¢: (x,y,2) = (z+y,2), n: (x,y,2) —
(z,z + 2);
(1) V =RE; 1, sin?z, cos?z;
(m) V =RE; 1, sinz, cosz.

Eredmény. lineérisan fiiggetlen: b,c,e,h,i,j,m
ebbdl bazis: e,i
linearisan fiiged: a,d,f,gk,1

12.8. Feladat. Hatarozza meg a V vektortér U alterének dimenzidjat, és keressen
U megadott generatorrendszerének olyan részrendszerét, amely bazist alkot:
(a) V=123, U =1(1,1,0,0,1),(1,1,1,0,1),(0,0,1,1,0), (1,1,0,1, 1),

(1L,1,1,1,1);

(b) V = Z5,U— 1,1, 1,1,0),(1 -1,0,-1),(=1,1,0,1,-1),
(0,0,— —-1,1, ,0,1],
1 4 5 -1 =2
(c) V=R3>2% U= 2 0 -6 1], 0 —1],
( 2 2 3 1 3
7
ARG ]
(d) V =2Zsx]; U 1—|—ac—i—:c l—i—x—i—x ot 2?2423, 1o+l ot 1 e a? 434t

(e) V =12Zsz]; U = [ l—l—x—x + 23, 1—x—x2—:ﬁ —1—|—:U+ac —xt, —x? -3+
ot 1+ 2+ 224+ 24);

(f) V=Q[z]; U =[3 - 2x + 2%, —12+ 8z —42?%, 6 — 5z + 222, 12 — 9z + 42?];

(g) V = Hom(R?,R?); U = [p,,n], ahol ¢ az z-tengelyre valé meréleges vetités, 1)
az y-tengelyre vald tiikrozés, n az identikus leképezés;

(h) V = Hom(R? R?); U = [0, 9,1, K, 1, V], ahol @ (2,9, 2) = (x — 2y + 2,2 + 22),
V: (z,y,2) = (20 —2y,3z+y — 2), n: (x,y,2) — (4o — 6y + 22,52 + y + 32),
k:(x,y,2) = (—x+2,—2x —y+32), u: (v,y,2) = (—x+ Ty — 22,2+ 3y — 5z2),
v: (z,y,2) — (=3 + 4y — 22,2z —y + 2).

Eredmény. A legtébb feladatrészben tobb lehet&ség van a béazis kivalasztasara.
Ezek koziil egyet adunk meg. A bazis elemszama a dimenzio.

(a) U =1(1,1,0,0,1),(1,1,1,0,1),(0,0,1,1,0)]



(b) U = [(—1,1,-1,1,0), (1, ~1,~1,0,~1),(~1,1,0,1, —1)]
1 1 2 3 -1 1 -3 2
(c)U[(20,2 1.7 3,4 -1
1 2 0 -1 -2 =5 -2 1
(A U=[14+z+z!2?+2° 14z +2°+ 27
() U=[-14z—a?+231—az—a? -2t —1+z+23 -2
(f)U:[3—2x+:U,6—5:U+2:U]
(8) U=[p,¢]
(h) U =le, ¥, ]

12.9. Feladat. Adjon meg olyan bazist a Hom(R?, R?) vektortérben, amelynek min-
den eleme ,jismert” geometriai transzforméciéival megadhaté ortogonalis transzfor-
macio.
Eredmény. Egy lehetséges megoldés:
U = [p,1,n, k], ahol ¢ az identités, 1 az z-tengelyre valo tiikrozés, n az origd koriili
5 szog forgatés, k az y = z-re valo tiikrozés
12.10. Feladat. Allapitsa meg, hogy az alabbi ¢ leképezések linearisak-e. Amen-
nyiben igen, akkor

(i) hatarozza meg ¢ magterét és képterét, valamint ezek dimenziojat;

(ii) dontse el, hogy ¢ injektiv-e, sziirjektiv-e és vektortér-izomorfizmus-e.

(a) @: Z5° - 25, X — XT;

L 72x2 2%2 Yy u vy,
O) ¢zt sz, (1Y) (4 0):

L Q22 1y X2 (i z) . (w —Zcu Yy —;CU)’ ahol ¢ € R rogzitett:

. Hom(Q?, Q) — Hom(Q2,Q), 1 > 24

: Hom(Z3,Z3) — Hom(Z3,73), ¢ — ¢ +id;

: R[z] — Rlz], p— p' (p derivaltja);

: Q[z] — Q[z], ap + a1z + a2x® + -+ + apz™ — agx;
: Lolx] — Zo[x], p > xp.

Eredmény. Csak azon tulajdonsagokat tiintetjiik fel (ii)-bol, amelyeket a lineéris
leképezések teljesitenek. Izomorfizmus esetén nem irjuk ki az injektiv és sziirjektiv
tulajdonsagokat.

(a) linearis, Ker p = { <

(b) linearis, Ker ¢ = {

> } = 73*? izomorfizmus

0
0
8 > } Im ¢ = Z3*?, izomorfizmus
0
0

(c) linearis, Kerp = {( )} Im ¢ = Q?*2, izomorfizmus

)

(d) linearis, Ker ¢ = {0} (zérustranszformacio), Im ¢ = Hom(Q?, Q?), izomorfizmus
(e) nem linearis

(f) linearis, Ker ¢ a konstans polinomok, Im ¢ = R[z], sziirjektiv

(g) linearis, Ker ¢ az 6sszes olyan polinom, melynek konstans tagja 0, Im ¢ = [z]
(h) linearis, Kerp = {0}, Im ¢ az 6sszes olyan polinom, melynek konstans tagja 0,
injektiv



Gyakorlé feladatok Zs és Zs feletti szamolashoz

12.11. Feladat. Adja meg a Zg feletti (a),(b) és a Zs feletti (c) linearis egyenlet-
rendszerek altalanos megoldésat, és sorolja is fel az Gsszes megoldésukat:

T + x3 = 1
1 + x9 + 23 = 0 )
(a) r1 + Z2 = 0’
To + x3 = 1
T2 + T3 + x5 = 1
(b) =1 + a9 + x + x5 = 1,
T + X3 + x4 =0
Tog — X3 — x4 = —1
(c) —r1 — T2 + X3 + x4 = 1
-1 — x3 + x4 = -1~
T4 — Ty — I3 = -1
Eredmény. (a) x1 =z2 =1, 23 =10
(b) 1 =23+ 24, 2 =1+ 23+ T5, 3, 24,75 € Lo
(07 ]"07 07 0)7(070’ 07 07 1)7(17 1’07]‘70)7(170’ 07171)7
(170’ ]"07 0)7(17 ]" ]"07 1)7(070’ ]"]‘70)7(07 ]" 1’]"1)

(¢c) 11 =0, o = —my, x3 =1+ 24
(07011a0)a(07_17_171)?((]’1707_1)

12.12. Feladat. Szamitsa ki az
AB+C, BCT, CB"— A, BB~ BT ¢ ((AB+C)(AB+C)")""

métrixokat (amennyiben léteznek) a kovetkezs Zs feletti matrixokra:

~1 1 -1 1 1
A=|-1], B=(1 0 -1 0, C=[1 -1 -1 0
1 -1 1 1 1
Eredmény.
0 -1 -1 1
(a) AB+C=[0 -1 0 0
0 1 0 1
(b) BCT=(0 -1 1)
1
(c) CBT—A= 10
0
(d) nem létezik
11 -1

@ (1 0 o
1 0 -1
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12.13. Feladat. Szamitsa ki a Zs feletti (a),(b) és a Z3 feletti (c),(d) determinan-

sokat:
1110 11001
110 0 11111
(a) ;o) o111 1
1 011
00 1 1 11011
11100
L1 1 o 1 -1 0 0 1
L1 1o 1 1 0 0 -1
(c) ;i (d)jo 1 -1 0 1
1 -1 -1 1
0 0 1 1 -1 1 0 1 -1
-1 -1 1 0 1
Eredmény. (a) 1
(b) 1
(c) -1



