12. feladatsor — Vektorterek altaldnosan

12.1. Feladat. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitasok, és dontését roviden
indokolja:

(a) A Z3 vektortérben az (1,0), (0,1) vektoroknak négy linedris kombinécidja van.

(b) Az RN vektortér minden altere véges dimenzios.

(c) Van olyan linearis egyenletrendszer a Zs test felett, amelynek végtelen sok meg-
oldasa van.

(d) A Z vektortér minden altere 3% elemszami valamely k < n-re.

(e) Egy V vektortér pontosan akkor nem véges dimenzios, ha minden n € N-re van
n tagu linearisan fiiggetlen vektorrendszer V-ben.

(f) Ha U és V véges dimenzios T test feletti vektortér, akkor Hom(U, V) is az.

12.2. Feladat. Igazolja, hogy vektorteret alkot

(a) a valos szamok teste felett a pozitiv valos szamok V' halmaza, ha az ,osszeadast”
és a ,skalarral valo szorzast” a kovetkezSképpen definialjuk:

udv=uw, AOv=10v (u,v €V, A € R);

(b) Zo felett barmely halmaz hatvanyhalmaza, ha ,Gsszeadasnak” a szimmetrikus
kiilonbség képzését tekintjik. (A skalarral valo szorzast miért nem kell kiilon
definialni?)

12.3. Feladat. Alteret alkotnak-e a V' vektortérben az U halmazok:

) = Q™" U a V-beli a fels6 triangularis matrixok halmaza;

= R™" U azon V-beli matrixok halmaza, amelyek elemei racionalisak;
= R™" U azon V-beli matrixok halmaza, melyeknek van sajatértéke;
=73", U={AecV:AB = BA}, ahol B rogzitett matrix;

Z"X" U a legfeljebb 2 rangu V-beli métrixok halmaza;

QN UaV- beh szamtam sorozatok halmaza;
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sorozatot is);
) V =RN, U a V-beli monoton sorozatok halmaza;
i) V= RR U a V-beli paros fliggvények halmaza;
) V= RR U a véges sok zerushellyel rendelkezd V-beli fliggvények halmaza
)

van;
1) V =Zs[z], U a V-beli harmadfoka polinomok halmaza;
(m) V =Qlz|, U a V-beli legfeljebb negyedfoku polinomok halmaza;
(n) V = Zs[x], U azoknak a V-beli polinomoknak a halmaza, amelyeknek Zy mindkét
eleme zérushelye;
(o) V = Hom(R2,R2), U a V-beli origb kézéppontt forgatasok halmaza;
(p) V = Hom(R3,R?), U a V-beli sziirjektiv lineéris leképezések halmza;
(q) V = Hom(R3? R?), U azon V-beli linearis leképezések halmaza, amelyek képtere
az y = T egyenes;
(r) V = Hom(R3,R?), U azon V-beli linearis leképezések halmaza, amelyek képtere
az y = x egyenes valamely altere;
(s) V = Hom(R? R3), U a V-beli 6nadjungélt linearis transzformaciok halmaza.
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12.4. Feladat. Allapitsa meg, hogy az el6z6 feladatban szerepld alterek véges dimen-
zibsak-e.
12.5. Feladat. Dontse el, hogy a V' vektortérbeli v vektor eleme-e az U altérnek:

(a) V=04 v=(1,-1,-21), U=1[(1,1,3,0),(2,3,2,1),(3,2,-1,1)];
(b) V =72 v=(1,0,0,1), U = [(1,1,1,0), (—1,0.1,0), (1,1,0,—1];

() V=R2x2 4= <_31 3) U= [(—13 g) ’ <_71 —24”;

- 10 1 1\ /=1 0\ /1 1
o=zt o= (i 1) o= [( o) (3 0) (0 )]
() V=R[z],v=3+4r — 2>+ 223, U =[1 - 32% + 223, -1+ 22 + T2% — 423);
() V=2Zz),v=14+23U=[1+x+2% —-1+2% 1+2—23;
(g) V = Hom(R% R?), v az 2-tengelyre valo tiikrozés, U = [p,], ahol ¢ az y-

tengelyre valo merdleges vetités, 1 az origd kozéppontt 5 szogi forgatas;
(h) V = Hom(R*,R?), v: (2,y) = (z — 6y,52 + Ty), U = [p, ], ahol ¢: (z,y) =
(z —3y,2z +4y), ¥: (z,y) — (v, —x +y).

12.6. Feladat. EgyenlSk-e az aldbbi V' vektortér megadott Uy, Us alterei?
(a) V= Z4; Uy = [(11 0,1, 1)7 (Oa 1,-1, 1)]7 Us = [(17 -1, _170)7 (1’ 1,0, _1)]7

ovoago (0 e[ (o)

(c) V=Q[z]; Uy = [1 —22% + 323, 2 — 2% + 423, —1 + 2 + 423], Uy = [1 + 22 — 222 +
53,2 — 322 + 323);

(d) V = Hom(R*,R?); Uy = [p, ¢, 1], Uz =[x, ], ahol ¢: (z,y) = (v — 2y,3y),
Vi (z,y) = (—y, 2 +4y), n: (z,y) = ( v, x+4y)], k0 (2,y) = (x -2y, 22+ 5y),
pe () = (22 — 3y, 3y).

12.7. Feladat. Dontse el, hogy linearisan fiiggetlen vektorrendszert alkotnak-e, és
ha igen, akkor bazist alkotnak-e az alabbi vektorok a V' vektortérben:

(a) V =17$; (1,0,0,1,0,0),(0,1,1,1,0,1),(1,1,1,0,0,0),(1,1,0,1,1,0),

(0,0,1, 0 0,1),(1,1,1,1,1,0);
(b) vzzg, (1,0,1,1,0,1),(1,1,0,1,1,0),(0,1,0,0,1,0);
-1 1 -1 1 1 2 2 00
— )2X%3.
() V=0 ’<1 2 0 ) 001)’(111)
11 10 11
() Vv=z32% 11 0],1 0],]0 0];
00 0 1 0 1
(e) Va legfeljebb mésodfokt R[z]-beli polinomok vektortere; 1 + z2, x — 22, —1 +
T+ 22
(f) V a legfeljebb mésodfoki Zs[x]-beli polinomok vektortere; 1 + 22, z — 22, —1 +
T+ :E2;
(g) V a legfeljebb harmadfokii Zs[x]-beli polinomok vektortere; 1+ x, z + 22, 2% +
3, 1+ 23
(h) V Hom(R2 R?); ¢ az z-tengelyre, ¥ az y-tengelyre valo tiikrozés;
(i) V = Hom(R? R?); ¢ az 2-tengelyre, ¥ az y-tengelyre valo meréleges vetités,

n:(z,y) = (0,2), k: (2,y) = (y,0);
(j) V = Hom(R3,R?); ¢ az z,y-tengelyek sikjara valo tiikrozés, ¢ az x, y-tengelyek
sikjara valé meréleges vetités;



(k) V =Hom(Z3,73), ¢: (,y,2) = (z+y, ), ¥: (2,y,2) = (x+y,2),0: (2,9, 2) =
(T, 2 + 2);
(1) V=R~ 1, sin?z, cos?z;
(m) V=R~¥; 1, sinx, cosz.

12.8. Feladat. Hatarozza meg a V vektortér U alterének dimenziéjat, és keressen
U megadott generdtorrendszerének olyan részrendszerét, amely bézist alkot:
(a) V=123 U =][(1,1,0,0,1),(1,1,1,0,1),(0,0,1,1,0), (1,1,0,1, 1),

(1,1,1,1 1)]

(b) V = Zg, = 1,1, 1,1,0), -1,0,-1),(-1,1,0,1, 1),
(0,0, — 1, ,1,0,1) ],
1 4 5 -1 =2
(c) V=R3*2U= 20 1-6 11,10 —-1],
2 2 3 1 3
7
) _5 _
(d) V =2Zo[z]; U 1+:c+x 1+:c+a: +:c a2, 1+x—i—x +at, 1zt +a +a 4);
(e) V = Z3lx]; U = [ l14+z—224+2%1—2z—2>—24, 1—|—x+x xt, —a? — 23 +

ot -1+ 2+ 22 + 24,

() V=Q[z]; U=[3-2x+2% —12+8x — 422 6— bz + 222, 12 — 9z + 42?|;

(g) V = Hom(R2,R?); U = [, v, n], ahol ¢ az x-tengelyre valé merdleges vetités, 1
az y-tengelyre valo tiikroézés, n az identikus leképezés;

(h) V = Hom(R? R?); U = [p,9,n, K, u, V], ahol @: (x,y,2) = (x — 2y + 2,z + 22),
v (x,y,2) — (22 —2y,3z +y — 2), n: (v,y,2) — (4o — 6y + 22,5z + y + 32),
k: (z,y,2) = (—z+2,—2x —y+32), p: (x,y,2) = (—z+ Ty — 2z, + 3y — 52),
v: (z,y,2) — (=3 + 4y — 22,2z —y + 2).

12.9. Feladat. Adjon meg olyan béazist a Hom(R?  R?) vektortérben, amelynek min-
den eleme ,jismert” geometriai transzforméciéival megadhaté ortogonalis transzfor-
macio.
12.10. Feladat. Allapitsa meg, hogy az alabbi ¢ leképezések linearisak-e. Amen-
nyiben igen, akkor

(i) hatarozza meg ¢ magterét és képterét, valamint ezek dimenziojat;

(ii) dontse el, hogy ¢ injektiv-e, sziirjektiv-e és vektortér-izomorfizmus-e.
(a) p: Z3%* - 757 X v X7,

L 722 2x2 Ty u vy,
(b) »: 23" — Z3 ’<u U)H(x y)’

) pr QF2 — Q**2 i 3; v —ZCU yt cv), ahol ¢ € R rogzitett;
) ¢: Hom(Q? Q%) — Hom(Q? Q?), ¥ > 2¢;
e) ¢: Hom(Z3,73) — Hom(Z3,Z3), ¢ ~ ¢ + id;
(f) ¢: Rlz] = Rlz], p+— p' (p derivaltja);
) ¢: Qz] = Qz], ag+ a12 + agx® + -+ + apa™ — apz;
) ¢ Lo[x] = Za[z], p > xp.



Gyakorlé feladatok Zs és Zs feletti szamolashoz

12.11. Feladat. Adja meg a Z feletti (a),(b) és a Zs feletti (c) linearis egyenlet-
rendszerek altalanos megoldasat, és sorolja is fel az Gsszes megoldésukat:

T 4+ x3 = 1
x1 + 22 + 23 = 0
To + x3 = 1
x2 + 3 + x5 = 1
(b) =1 + =z + @ + x5z = 1
1 + x3 + 14 =0
Tro — X3 — X4 = —1
() —xr1 — T2 + x3 + wy = 1
—I — x3 + x4 = —1°
r1 — T2 — X3 = -1

12.12. Feladat. Szamitsa ki az
AB+C, BCT, CB"— A, BB" =BT ¢ ((AB+C)(AB+C)")""

méatrixokat (amennyiben léteznek) a kovetkezs Zg feletti métrixokra:

-1 1 -1 1 1
A=|(-1], B=(1 0 -1 0, C=[1 -1 -1 0
1 -1 1 1 1
12.13. Feladat. Szamitsa ki a Zs feletti (a),(b) és a Zs feletti (c),(d) determinan-
sokat:
1110 11001
110 0 11111
(a) ;b)) |01 1 1 1y
1 011
00 1 1 11011
11100
L1 o 1 -1 0 0 1
L 1 o 11 0 0 -1
(c) ; (d)jo 1 -1 0 1
1 -1 -1 1
0 o0 1 -1 1 0 1 -1
-1 -1 1 0 1



