11. feladatsor — Fétengelytétel — Eredmények

11.1. Feladat. Dontse el, hogy igazak-e az aldbbi allitasok, és dontését

réviden indokolja

(a) A sik z-tengelyre val6 tiikrozésének matrixa R? barmely bazisaban szim-
metrikus.

(b) A sikon az origdén dtmend barmely tengelyre vonatkozo tiikrozés 6nad-
jungéalt és ortogonalis linearis transzforméacio.

(c) Onadjungalt linearis transzformacié matrixa minden bazisban szimmet-
rikus.
jungalt.

(e) Ha egy matrix nem diagonalizdlhato, akkor nem szimmetrikus.

(f) Minden diagonalizalhaté méatrix szimmetrikus.

(g) Ortogonalis linearis transzformacio sajatértékei 1 abszolut értékiek.

(h) Az ortogonélis linearis transzforméciok éppen a bijektiv linearis transz-

forméciok.

(i) Ha ¢ ortogonalis lineéris transzformacio, akkor Ker ¢ = {0}.

(j) Ortogonalis linearis transzformacié matrixanak determinéansa 1.

(k) Ha egy linearis transzformaci6 minden sajatértéke 1 vagy —1, akkor a
transzforméci6 ortogonalis.

(1) Ha egy linearis transzformacié matrixa valamely béazisban diagonalis, és

minden sajatértéke 1 vagy —1, akkor a transzformacié ortogonélis.

Eredmény. Igaz: b, e, g, i, |
Hamis: a, c, d, f, h, j, k

11.2. Feladat. Hatarozza meg az R" euklideszi téren értelmezett o lineéris

transzformécio és a megadott v € R™ vektor esetén a vp* vektort:

(a) n =2, ¢ az origo koriili /3 szog forgatas, v = (-1, 3);

(b) n =2, p: (z1,22) = (—x1 + 222, —321), v = (2, —2);

(c) n = 3, ¢: (z1,22,23) — (1 — x2 + T3, —x1 + 3,221 + 222 + 223),
v=(L,2,2);

(d) n = 3, ¢: (x1,22,23) — (—x1 + T2 + 223,21 — T2 + x3,2x9 + 223),
v = (_1) 17 1)7

(e) n =4, ¢: (x1,x9,x3,14) — (—x2 + 223,21 — 3x2 + X4, 71 — T3, 272 +
23+ 1x4), v=(1,-1,0,2).
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Eredmény. (a) (
(b) (4,4)

(c) (3,3,7)

(d) (2,0,1)

(6) (_1’6a4a1)

11.3. Feladat. Ortogonalisak-e az R™ euklideszi téren értelmezett alabbi ¢
linearis transzformaciok:
(a) n =2, ¢ az y-tengelyre valo merdleges vetités;
(b) n =2, ¢ az origo koriili 7/6 szogi forgatas;
(c) n =3, ¢ az origora valo tiikrozés;
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(d) n=3, ¢ az [(—2,1,—1)] egyenes koriili 7/4 szogii forgatas;
(€) n =2, : (w1, 2) = (— 2z + Lo, Lay + Lay);
(f) n=3, p: (x1,22,23) — (r1 — 22 + xg,azl + 2x9 + x3, —x1 + X3);
(g) n 24, @: (w1, 20,3, 74) (13373 + 133?47 13903 - 1533?47 153361 gm,
- ﬁxl + 13372)'
Eredmény. Ortogonalis: b, ¢, d, e
Nem ortogonélis: a, f, g
11.4. Feladat. Ortogonélisak-e a kdvetkezd métrixok:
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Eredmény. Ortogonalis: a, c, e
Nem ortogonélis: b, d
11.5. Feladat. Onadjungaltak-e az R™ euklideszi tér alabbi ¢ linearis transz-

forméci6i? Ha igen, akkor adjon meg R"-ben ¢ sajatvektoraibol all6 ortonor-
malt bézist, tovabba adja meg ¢ matrixat ebben a bézisban:

(a) n =2, ¢ az y = 3x egyenesre valo tiikrozés;

(b) n =2, p a m/2 szogi forgatas az origd korul

(¢c) n=3, p az x +y + z = 0 sikra vonatkozo tukrozes

(d) n=3, ¢ az [(1,1,0)] egyenesre valo tiikkrozés;

() n=3, p az x +y+ z = 0 sikra valo merdleges vetités;

(f) n=2, p: (x,y) — (—3x + 4y, 4z + 3y);

(8) n =3, o (r,9,2) > (2 + 5,y + 20, )

(h) n=3, ¢: (z,y,2) = (y+ 2z, + 2,2+ y);

(i) n=4, p: (z,y,2,v) = (x + 22,20+ z,y + v,y — v);

(G) n=4, ¢: (z,y,2,v) = 2z —y+v,—x+2y —v,2z,2 —y + 2v).

Eredmény. ONB: ortonormalt bazis. A diagonéalis métrix a f6atlé sorrend-
jétdl eltekintve egyértelmt, a béazis azonban nem mindig, csak egy lehetséges
megoldast adunk.
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(a) onadjungalt, ONB: (ﬁ’ﬁ)’( NITL — ), matrix: (0 _1)
(b) nem énadjungalt
(c¢) 6nadjungalt, ONB: (%, %, %), (—%, %,0), (%, ﬁ, —%), matrix
1 0
(d) 6nadjungalt, ONB: (%,%,0),(0,0, 1),(%,—%,0),mé‘cr1x 0 —1
0 0
(e) onadjungalt, ONB: (%, %, %), (—%, %,0), (%, iﬁ, —%), matrix
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(f) énadjungélt’ ONB ( 1 ’l)’ (_l7 L)’ matrix: <0 _5>

(g) nem onadjungalt

(h) 6nadjungalt, ONB: (%, %,%),(f%,%ﬁ),(%, %,f%), matrix: 8
(i) nem 6nadjungélt
(j) onadjungalt, ONB: (0,0,1,0),(%,—%,0,%),(%7%,070),(—%7%,07
2000
matrix: 0 00
o 010
00 0 1

11.6. Feladat. A megadott A € R™"™ szimmetrikus méatrixokhoz keressen
olyan B ortogonalis matrixot, melyre B~'AB diagonalis. Adja meg a B és
B~!'AB maétrixot is.

- 120 2 -1 1
(a)A:<1 _1>; (b)yA=12 1 0]; (c)A=|-1 2 -1];
00 3 1 -1 2
11 1 1 102 0
1 1 -1 -1 010 1
A=1y 5 1 1|y @A=|5 51 ¢
1 -1 -1 1 010 —1

Eredmény. A B~'AB métrix a f6atl6 sorrendjétdl eltekintve egyértelm, a
B matrix azonban nem mindig, csak egy lehetséges megoldast adunk.

(a) BT'AB = (_\/5 0 > , a B matrix pedig nagyon cstinya, eziiton kériink

0 V2
elnézést és intiink 6éva mindenkit a végigszamolastol.
30 0 0 5 —5
-1 _ _ 1 1
(by B'"AB=[0 3 0 |,B=]0 %5 7
00 -1 1 0 0
1 1 1
-1 _ N S S B V)
(c) B"AB=|(0 1 0|,B= % K3
001 A vz L
V6 V3 V6
_ 1 0 1 V2
-2 0 0 0 NG Ve V3
0 200 X 0 -k Z
-1 _ _
(d) BZAB = 0o o207 L _v o 0
V6 VB VB
3 0 0 0
(e) B'AB = 8 _(\)ﬁ \95 8 , a B matrix itt is csinya.

0 O 0 -1

11.7. Feladat. Hajtson végre fétengely-transzforméciot az alabbi kvadrati-
kus alakokon, azaz ortogonélis helyettesitéssel hozza ket kanonikus alakra.
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Adja meg egy olyan ortogonalis helyettesités matrixat is, amely erre az alakra
hozza a kvadratikus alakot.

(a) 222 + 22 — 4129 — dao13;

(b) —dx1w9 + 27173 + 373 — dw273;

(¢) —2z1m9 + 27173 + T3 + 2x973 + 4a3;

(d) 222 + 223 + 223 + 223 — dw129 + 22174 + 27973 — dT374;

(e) 8x1x3 + 2x124 + 2w03 + 8224,

Eredmény. Az eredmény: kanonikus alak, helyettesités matrixa. A kanon-
ikus alak a valtozok sorrendjétsl eltekintve egyértelmi, a helyettesités matrixa
azonban nem mindig, csak egy lehetséges megoldéast adunk.

2 _2 1
3
(a) 4y? +y3 — 223, % ] %
503 3
1 V2L
(b) 591 _yz ys; _lﬁ ? ?
V3 VB VB
(c) 3% 2 4+ 3= Qﬁy?z), a helyettesités méatrixa nagyon cstnya.
11 1 1
S S |
(d) yf w3 +33+5u8. [ 2 2 %
A
2 2 2 2
1 1 1 1
S S
() Byi +5y5 +3y3 —3ui, |1 1 1 1
O S T
2 2 2

2
11.8. Feladat. Szamitsa ki a térben az (1,2, —3) pont képét a [(—1,1,2)]
tengely kortili 7/3 szogi forgatas mellett.

11421v2 743v2

Eredmény. (=55, 7555, +2f)

11.9. Feladat. Adja meg a sik (R? euklideszi tér) osszes olyan lineris
transzformécidjat, amely énadjungalt és ortogonalis.

Eredmény. Az origén atmend tengelyre vonatkozo tiikrozések, az origora
val6 tiikrozés, és az identitéas.



