11. feladatsor — Fétengelytétel

11.1. Feladat. Dontse el, hogy igazak-e az aldbbi allitasok, és dontését
roviden indokolja:

(a) A sik z-tengelyre valo tiikrozésének matrixa R? barmely bazisaban szim-
metrikus.

(b) A sikon az origdén dtmend barmely tengelyre vonatkozo titkrozés 6nad-
jungélt és ortogonalis linearis transzforméacio.

(c) Onadjungalt linearis transzforméacié matrixa minden bazisban szimmet-
rikus.

(d) Ha a sik egy linearis transzformaciojanak van sajatértéke, akkor 6nad-

jungalt.

Ha egy matrix nem diagonalizilhat6, akkor nem szimmetrikus.

Minden diagonalizalhaté méatrix szimmetrikus.

Ortogonalis lineéris transzformacié sajatértékei 1 abszolat értékiiek.

Az ortogonalis lineéris transzforméaciok éppen a bijektiv linearis transz-

forméciok.

Ha ¢ ortogonalis linearis transzformacio, akkor Ker ¢ = {0}.

Ortogonélis linearis transzformacié matrixanak determinansa 1.

Ha egy lineéris transzformacié minden sajatértéke 1 vagy —1, akkor a

transzformécié ortogonalis.

(1) Ha egy linearis transzformacié matrixa valamely béazisban diagonalis, és
minden sajatértéke 1 vagy —1, akkor a transzformacié ortogonélis.
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11.2. Feladat. Hatarozza meg az R" euklideszi téren értelmezett o lineéris
transzformécio és a megadott v € R™ vektor esetén a vp* vektort:

(a) n =2, ¢ az origd koriili 7/3 szogi forgatas, v = (—1, 3);
(b) n=2, ¢: (x1,22) = (—x1 + 222, —321), v = (2, —2);
(C) n =3, p: (v1,72,73) = (1 — 22 + 23, —71 + 73,271 + 272 + 273),

(1’ 2’ 2)7

(d) n = 3, ¢: (v1,22,23) = (=21 + 22 + 223,21 — 22 + 3,272 + 223),
v = (—1 1, 1)

(e) n =4, ¢: (x1,x2,x3,24) — (—T2 + 223,71 — 3x2 + X4, — T3,272 +

2x3+x4),v (1,-1,0,2).

11.3. Feladat. Ortogonalisak-e az R™ euklideszi téren értelmezett alabbi ¢
linearis transzformaciok:

(a) n =2, ¢ az y-tengelyre valo mersleges vetités;

(b) n =2, ¢ az origo koriili 7/6 szogi forgatas;

(c) n =3, ¢ az origora valo titkrozés;

(d) n=3, ¢ az [(—2,1,—1)] egyenes koriili 7/4 szogi forgatas;

() n=2, p: (x1,22) = (— ‘[:c + fl‘g, {561 + \f:zg)

(f) n=3, p: (a:17a:2,$3) — (1‘1 — T+ 563,.%‘1 + 2x9 + 3, —T1 + Ig)

(8) n=4, ¢: (z1,22,33,74) = (3 1323 + 35647 13963 - 53374, 153331 1§$2,
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11.4. Feladat. Ortogonalisak-e a kévetkezd matrixok:
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11.5. Feladat. Onadjungéltak-e az R” euklideszi tér alabbi ¢ lineéris transz-
forméci6i? Ha igen, akkor adjon meg R™-ben ¢ sajatvektoraibol &llo orton-
ormélt bazist, tovabba adja meg ¢ matrixat ebben a bazisban:

(a) n=2,pazy= 33: egyenesre valo tukrozes

(

)
)n—3 p az x +y + z = 0 sikra vonatkozo tukrozes

) n=3, paz[(1,1,0)] egyenesre valo tikrozés;

) n=3, pazx+y+ z =0 sikra valo mergleges vetités;

)n—2 @ (w,y) = (=32 + 4y, 4z + 3y);

) n=3, ¢ (v,y,2) = 2z +y,y + 2, 2);

) n= :(w,y,z)l—>(y+z,x+z,x+y);

i) n:4 o: (x,y,2,0) = (x+ 22,2+ 2,y + v,y — v);
j)n=4,¢: (z,y,2,0) = 2x —y+v,—x+2y —v,2z,x —y + 20).

11.6. Feladat. A megadott A € R™" szimmetrikus métrixokhoz keressen
olyan B ortogonalis matrixot, melyre B~'AB diagonalis. Adja meg a B és
B~!AB matrixot is.

_ 1 20 2 -1 1
(a)Az(l _1>; b)yA=1[2 1 0f; (c)A=|-1 2 -1];
00 3 1 -1 2
1 1 1 1 102 0
1 1 -1 -1 010 1
MA=1, 1 1 1| @A=|y g1
1 -1 -1 1 010 —1

11.7. Feladat. Hajtson végre fétengely-transzforméciot az alabbi kvadrati-
kus alakokon, azaz ortogonélis helyettesitéssel hozza ket kanonikus alakra.
Adja meg egy olyan ortogonalis helyettesités matrixat is, amely erre az alakra
hozza a kvadratikus alakot.

(a) 222 + 22 — 4129 — dxo73;

(b) —dx1w9 + 27173 + 373 — dwo73;

(¢) —2z1m9 + 27173 + T3 + 2x973 + 4a3;

(d) 223 + 223 + 223 + 227 — dw129 + 22174 + 27973 — dT3T4;

(e) 8x1x3 + 2x124 + 2w03 + 8224,

11.8. Feladat. Szamitsa ki a térben az (1,2, —3) pont képét a [(—1,1,2)]
tengely koriili 7/3 szogi forgatas mellett.

11.9. Feladat. Adja meg a sik (R? euklideszi tér) osszes olyan lineris
transzformécidjat, amely énadjungalt és ortogonalis.



Szorgalmi feladatok

11.10. Feladat. Hatarozza meg a sikon (az R? euklideszi téren) az y =
egyenesre valé merGleges vetités és az ugyanezen egyenesre valo tiikrozés
adjungaltjat.

11.11. Feladat. Igazolja, hogy a sik, illetve tér (az R?, illetve R? euklideszi
tér) ortogonalis linearis transzforméacioi éppen az origét fixen hagyo ,egy-
bevagosagi” transzformaciok. (Itt egybevagosagi” transzformacion azokat
a transzforméciokat értjiik, amelyek minden haromszoget vele egybevago-
ba visznek, azaz olyanba, amelynek oldalhosszai és szogei megegyeznek az
eredetiével.)

11.12. Feladat. Legyen ¢ linearis transzforméaci6 egy euklideszi téren. Iga-
zolja, hogy ekkor
)J_

Ker ¢* = (Im ¢)* és Im ¢* = (Ker @)+

(lasd U+ definiciojat a 10.11. Feladatban).
11.13. Feladat. Mutassa meg, hogy egy euklideszi tér ¢ linearis transzfor-

(1) ¢ onadjungélt,

(2) ¢ ortogonalis,

(3) ¢? =id.
Az R"™ euklideszi tér mely ¢ linearis transzformécioi teljesitik mindharom
feltételt?

11.14. Feladat. Bizonyitsa be, hogy barmely A € R3*3 ortogonalis matrix-
hoz létezik olyan P € R3*3 és B € R?*2 ortogonalis métrix, amelyre
+1 0
1 o
poap= (21 9).

A lehetséges B méatrixok meghatarozasa utan fogalmazza meg a fenti allités
geometriai jelentését.

11.15. Feladat. Hany egész szamokbol all6 3 x 3-as ortogonélis matrix van?

11.16. Feladat. Legyen ¢ és ¢ linearis transzforméci6 egy euklideszi téren.
Dontse el az alabbi allitasokrol, hogy igazak-e. (Amelyik igaz, azt indokolja,
amelyik nem, arra adjon ellenpéldat.)

(1) Ha ¢ és 1 ortogonalis, akkor ¢ 4 1) is az.

(2) Ha ¢ és 1 ortogonalis, akkor v is az.

(3) Ha ¢ ortogonalis, de 1 nem, akkor ¢ sem ortogonalis.

11.17. Feladat. Ortogonalis helyettesitéssel hozza kanonikus alakra a 9.5.
Feladatbeli kvadratikus alakot.

11.18. Feladat. Ortogonélis helyettesitéssel hozza kanonikus alakra a 9.6.
Feladatbeli kvadratikus alakot.

11.19. Feladat. Ha egy szimmetrikus matrix poziiv definit kvadratikus alak
métrixa, akkor nevezziink magét a métrixot is pozitiv definitnek. Igazolja,
hogy minden pozitiv definit A matrix esetén létezik olyan pozitiv definit B
matrix, amelyre B? = A.



