10. feladatsor — Euklideszi terek — Eredmények

10.1. Feladat. Dontse el, hogy igazak-e az aldbbi allitasok, és dontését roviden
indokolja:
(a) Minden ortogonalis vektorrendszer linearisan fiiggetlen.
(b) Az R™ euklideszi tér minden alterében van ortonorméalt bézis.
(c) Van olyan ortonormélt vektorrendszer R'®-ben, amely nem egészithets ki R1000
ortonormalt bazisava.
(d) Az R™ euklideszi tér minden n taga ortonormaélt vektorrendszere bazis.
) Az R™ euklideszi tér minden n tagu ortogonalis vektorrendszere bazis.
) Az R™ euklideszi tér izomorf az R™ vektortérrel.
(g) Az R™ és az R™ euklideszi tér pontosan akkor izomorf egymassal, ha m = n.

Eredmény.
igaz: b,d,g
hamis: a,c,e,f
10.2. Feladat. Igazolja, hogy tetszsSleges R™ euklideszi tér minden u és v vektorara
(1) u L v pontosan akkor, ha ||u + v|? = [Jul|® + ||v]||?;
(2) ||lul]| = ||v]] pontosan akkor, ha u+ v L u — v;
(3) llu = vl* + llu+ vl = 2(|ul® + [[o]*).
Az (1) és (2) allitdas a sikgeometria mely ismert tételeit altalanositja? Mi a (3)
egyenlGség sikgeometriai jelentése?
Eredmény. Csak a megfelel§ tételek nevét emlitjiik meg.
(1) Pitagorasz-tétel
(2) Egy paralelogramma atloi pontosan akkor merélegesek, ha rombusz.

(3) A paralelogramma oldalainak négyzetosszege megegyezik az atlok négyzet-
Osszegével.

10.3. Feladat. Hatarozza meg a v1,vo € R™ vektorok &ltal bezart szoget:

(a) n=2uv = (1’\/3)’ V2 = (\/5’1)7

(b) n=2 v = (@, %)’ V2 = (_g’ %)7

(c) n=2, v = (1,0), v2 = (v/2,V2);

(d) n = 37 U1 = (1’_1’3)? V2 = (5’25 _1)7

(e) ’I’L—3, V1 = (_ 51,_1)5 v :(15 ’1)7

(f) n = 37 U1 = (3’_1’2)? V2 = (2’15 _1)7

(g) n= 47 U1 = (_152’250)5 V2 = (2,_4,55 1)7
(h) n :47 U1 = (1’253’0)’ V2 = ( 51,151);

(1) n= 47 U1 = (_152,45 -2 , U2 = (_150’150)
Eredmény. (a) §

(b) 3

(c) %

(d) 0

(e) ¥

(f) ar(:(:osQ—jﬁ

(g) O

(h) §



10.4. Feladat. Adjon meg az R térben olyan 3 hossziisagt vektort, amely meréleges
a v vektorra:

(a) v=(-1,1,0);
(b) v=(1,4,2).
Eredmeény. (a) pl. (0,0,3)

(b) pl. (82,0, —3Y5)

10.5. Feladat. Adja meg az R? térben az (a, b, c) pont képét az = + 2y — z = 3 sikra
val6 tiikkrozés mellett.

2 3+2a—2b+c 6—2a—b+2¢c —3+a+2b+2c
Eredmény. ( 3 , 3 , < )

10.6. Feladat. Hajtson végre Gram—Schmidt-féle ortogonalizacids eljarast az alabbi
R"™-beli vektorrendszereken, amennyiben lehetséges:

(b) n=3,(1,0,0),(2,3,0),(1,6,1);

(C) n =3, (L 6, 1)’ (1’0a 0)’ (2’ 3, 0)7

(d) n=3,(1,-1,1),(1,3,2), (4,4, —1);

(e) n=4,(1,1,-1,1),(2,1,-1,0), (2, -1, 3, 2);

(f) n=4, (1,1,-1,1),(0,3,0,1),(0,—-3,0,7);

(g) n =4, (1’ —2,3, 0)’ (2’ —7,4, 1)’ (_3a 12, -5, _2)?

(h) n =4, (L 2,2, _1)’ (1’ 1, -5, 3)’ (3’ 2,8, _7);

(i) n=4, (2,1,3,-1),(7,4,3,-3),(1,1,-6,0),(5,7,7,8)
Eredmény. (a) (4,4),(—2,2)

(b) (1,0,0),(0,3,0),(0,0,1)

(c) (1,6,1), 3%(37,—3,-1), 3-(0,3,—18)

(d) (1,-1,1),(1,3,2), (10,2, —8)

(e) (1,-1,1,1),(1,0,0,—1),(2,—1,3,2)

(f) (1,-1,1,1),4(1,5,1,3), 1(—8, -4, —8,4)

(g) (1,-2,3,0),(0,-3,-2,1),(0,0,0,0)

(h) (1,2,2,-1),(2,3,-3,2),(2,—1,—-1,-2)

(i) (2,1,3,-1),(3,2,—-3,—1),(0,0,0,0) a negyedik vektor nem szamolhato ki

10.7. Feladat. Adjon meg ortogonalis bazist az R™ euklideszi tér megadott U alte-
reiben, majd egészitse ki ket az R™ tér ortogonalis bazisava:

(a) n=3,U = {(x1,72,23) € R3: &y + 29 + 23 = 0};

(b) n=3,U = {(z1,72,23) ER3: 21 + 29 + 23 =0, 71 — 79 = 0};

(c) n=4,U = {(x1, 22, 23,74) € R*: 2y — 20 + 23 — 24 = 0};

(d) n=4,U = {(v1,22,73,74) € R*: 2y — 29+ 23 — 14 =0, 29 + 23 =0}

Eredmény. (a) (—1,1,0), 1(—1,—1,2), kiegészités: (1,1,1)

(b) (1,1, —-2), kiegeszités: (1,1,1),(1,—1,0)

(c) (1,1,0,0), £(—1,1,2,0), 3(1,-1,1,3), kiegészités: (1,-1,1,-1)
(d) (-2,-1,1,0), £(1,-1,1,3), kiegészités: (1,—-1,1,-1),(0,1,1,0)



