10. feladatsor — Euklideszi terek

10.1. Feladat. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitasok, és dontését roviden

indokolja:

(a) Minden ortogonélis vektorrendszer linearisan fiiggetlen.

(b) Az R™ euklideszi tér minden alterében van ortonormalt bézis.

(¢) Van olyan ortonormélt vektorrendszer R'*°-ben, amely nem egészithets ki R'0%0
ortonormélt bazisava.

(d) Az R™ euklideszi tér minden n tagu ortonormalt vektorrendszere bazis.

(e) Az R™ euklideszi tér minden n tagu ortogonalis vektorrendszere bazis.

(f) Az R™ euklideszi tér izomorf az R™ vektortérrel.

(g) Az R™ és az R™ euklideszi tér pontosan akkor izomorf egymassal, ha m = n.

10.2. Feladat. Igazolja, hogy tetsz6leges R™ euklideszi tér minden u és v vektorira
(1) u L v pontosan akkor, ha ||u + v||* = [Jul|® + ||v||?;
(2) |lul]| = ||v|| pontosan akkor, ha u+ v L u — v;
(3) llu—ol® + flu+ ol = 2([[ull® + [[0]%).-
Az (1) és (2) allitdas a sikgeometria mely ismert tételeit altalanositja? Mi a (3)
egyenlGség sikgeometriai jelentése?

10.3. Feladat. Hatarozza meg a v1,ve € R™ vektorok éltal bezart szoget:

(a) n=2,v; = (1,V3), v2 = (v/3,1);

(b) n=2,v1 = (%, 3), va = (=%, 3);

(C) n= 2, U1 = (170)7 V2 = ( 27\/5)7

(d) n=3,v; =(1,-1,3), vo = (5,2,—1);

(e) n=3,v1 =(-2,1,-1), vo = (1,0,1);

(f) n=3,v1=(3,-1,2), v =(2,1,-1);

(g) n=4, v = (_172a2a0)7 V2 = (27 —4,5, 1);
(h) n=4, v = (1723370)7 ve = (2,1, 71)§

(1) n = 47 U1 = (7172a4a 2)’ V2 = (71,07 170)

10.4. Feladat. Adjon meg az R? térben olyan 3 hossziisagt vektort, amely meréleges
a v vektorra:

(a) v = <_17 170)7

(b) v=(1,4,2).

10.5. Feladat. Adja meg az R3 térben az (a, b, c) pont képét az x +2y — z = 3 sikra
val6 tiikrozés mellett.

10.6. Feladat. Hajtson végre Gram—Schmidt-féle ortogonalizécios eljarast az alabbi
R"™-beli vektorrendszereken, amennyiben lehetséges:

(a) n=az, (474)’(074)§

(b) n =3, (1,0,0),(2,3,0), (1,6,1);

(c) n =3, (1,6,1),(1,0,0), (2,3,0);

(d) n=3, (1,-1,1),(1,3,2), (4,4, —1);

(e) n=4, (1,1,-1,1),(2,1,—1,0),(2,—1,3,2);

(f) n=4, (1,1,-1,1),(0,3,0,1), (0,-3,0,7);

(g) n=4, (1,-2,3,0),(2,—7,4,1),(—3,12, -5, —2);
(h) n =4, (1,2,2,-1),(1,1,-5,3),(3,2,8, —7):
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(i) n=4,(2,1,3,-1),(7,4,3,-3),(1,1,-6,0), (5,7,7,8).

10.7. Feladat. Adjon meg ortogonélis bézist az R™ euklideszi tér megadott U al-
tereiben, majd egészitse ki 6ket az R™ tér ortogonéalis bazisava:

(a) n=3,U = {(21, 72, 23) € R3: 1 + 29 + 23 = 0};

(b) n=3,U = {(z1,72,23) ER3: 21 + 22 + 13 =0, 71 — 79 = 0};

() n=4,U = {(x1,22,23,24) € R*: 21 — 22 + 23 — 24 = O;

(d) n=4, U = {(x1,22,23,74) ER*: 2y — 20 + 23 — 24 =0, 29+ 23 = 0}.

Szorgalmi feladatok

10.8. Feladat. Bizonyitsa be, hogy minden, legaldbb kétdimenzios euklideszi térben
végtelen sok ortonormalt bazis van.

10.9. Feladat. Egészitse ki (minél egyszertibben) az (1,—1,1,1) vektort olyan or-
togonalis béazissa R%-ben, melyben minden koordinata egész szam.

10.10. Feladat. Adjon meg az R™ euklideszi térben végtelen sok olyan vektort,
amelyek kozil barmely n linedrisan fliggetlen, de semelyik ketté sem ortogonélis.

10.11. Feladat. Dontse el, hogy az R3 és R* euklideszi tereken van-e olyan linearis
transzformécio, amely minden nullvektortél kiilonb6zd vektort ra merdleges nullvek-
tortol kiilonbozé vektorba visz.

10.12. Feladat. Legyen U altér az R™ euklideszi térben, és legyen v € R™. Mutassa
meg, hogy az v+ U = {v+ u : u € U} halmaz pontosan egy U-ra mer&leges vektort
tartalmaz, és ez éppen v 4+ U legrovidebb eleme.

10.13. Feladat. Egy V euklideszi tér tetsz6leges U altere esetén legyen
Ut ={veV:vLluminden u € U esetén}.
Bizonyitsa be, hogy

(a) UL <V,

(b) V minden eleme el6all, mégpedig egyféleképpen u + u’ alakban, ahol u € U és
u e Ut

10.14. Feladat. Egy V euklideszi tér tetszdleges uy, . .., u; vektorrendszere esetén

tekintsiik az un. Gram-féle T'(uq,...,ug) = }(ui,uj>|nm determinanst. Igazolja,

hogy

(a) T'(uy,...,ux) = 0 pontosan akkor, ha az wui,...,ur vektorrendszer linearisan
fiiggd;

(b) T'(u1,...,ux) minden f6minora nemnegativ.

10.15. Feladat. Legyen uy,...,u linearisan fiiggetlen vektorrendszer egy V euk-
lideszi térben, vy, ..., v, pedig az az ortogonalis vektorrendszer, amelyet uq, ..., ug-
bol a Gram—Schmidt-féle ortogonalizacios eljarassal kapunk. Bizonyitsa be, hogy
(a) D(u1,...,ux) =T(v1,...,08);

(b) minden i (1 <i < k)-re ||v;]| < [Ju;l|-

Mikor teljestil (b)-ben i > 1 indexre a ||v;|| = ||u;]| egyenlség?



