9. feladatsor — Linearis leképezések

9.1. Feladat. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitasok, és dontését ro-
viden indokolja:

(a) Ha egy négyzetes méatrix sorai linearisan fliggd vektorrendszert alkotnak,
akkor a matrix determinansa 0.

(b) Hasonl6 méatrixok rangja megegyezik.

(¢) Egy nemzér6 matrix determinansrangja r, ha van a méatrixban r rendd
nemeltiing aldeterminans.

(d) A sik vektorainak eltolasa az (1,1) vektorral linearis transzforméacio a
sik R? vektorterén.

(e) A tér R? vektorterének van olyan lineéris transzformacioja, amelynek
magtere és képtere is kétdimenzios.

(f) Barmely vektortér Osszes injektiv linearis transzformécioja sziirjektiv is.

(g) A valos szamtest feletti legfeljebb n-edfoki polinomok vektortere izomorf
az R™ vektortérrel.

9.2. Feladat. Hatarozza meg a kovetkezs valos ((a)—(c)), Zz2 ((d),(e)) és
Zs ((e),(f)) feletti matrixok rangjat. Adjon meg a méatrixokban maximalis
mérett linedrisan fiiggetlen sorvektor-rendszert, oszlopvektor-rendszert és
maximalis rend@ nemelting aldeterminénst.
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9.3. Feladat. A Kronecker—Capelli-tétel alkalmazaséval dontse el, hogy az
alabbi valos ((a)—(c)), Zg2 ((d)) és Zs ((e)) feletti linearis egyenletrendszer az
a paraméter mely értékeire oldhaté meg. A megoldhato esetben adja meg
a megoldas(oka)t az egyenletrendszerhez tartozo homogén linearis egyenlet-
rendszer megoldas-alterének egy bazisa segitségével.

T1 + T2 + 3 = 3

(a) —x1+3w2—223 = 0 ;
1 + 5x2 = a—4
1+ x0+22x3 = -1

(b) 2x; —xza+2x3 = —4;
3x1 + 4x; = a



r1 — 229 + 313 = 1
(c) —4xo + Txs = 2
—x1 + 6x9 — 11x3 = =37
3z1 + (a®> —20)zy + 523 = a+6
r1+xy = 1
To+x3 = 0.
(d) r1+z3 = 0
1 +x2 = a

T3 — T4+ 5 =
(e) T — X2 +axry +x5 =
Tl — T3+ 24 =
Tr1+ X3 — Ty — I =

QRO O

9.4. Feladat. A sik R? és tér R? vektorterén megadott ¢ geometriai transz-
formécidkrol, valamint a vektorterek kozott megadott ¢ leképezésekrdl al-
lapitsa meg, hogy linearisak-e. Amennyiben igen, akkor

(i) hatarozza meg ¢ magterét és képterét, valamint ezek dimenzidjat;
i) dontse el, hogy ¢ injektiv-e, sziirjektiv-e és vektortér-izomorfizmus-e.

a sik vektorainak merdleges vetitése az y-tengelyre;
a sik vektorainak 7/2 szogi elforgatasa az origo koriil,
a sik vektorainak tiikrozése az y = = egyenesre;
a tér vektorainak tiikrozése az x, y-tengelyek sikjéra;
tér vektorainak meréleges vetitése az x, y-tengelyek sikjara;
R? = B2, (2,9) — (2 + y, ap);
R3—>]R2 2,9,2) = (x —y,z+y);
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(1) @: R?X2 — R2X2, <u U> <$ —Zcu y —ch)’ ahol ¢ € R;
(m) ¢: Rlz] = Rz], p— p’ (p derivaltja);
(n) ¢: Rlz] = R[z], ag + a12 + agx?® + - - + anz™ — agx;
(0) ¢: Rlz] = R[z], p— zp;
(p) ¢: Rlz] — Rlz], p — ¢, ahol ¢ a p polinom hanyadosa z-szel osztva

(azaz p = xq + ag és ap € R).

9.5. Feladat. Az el6z6 feladat (a)—(i) részében megadott ¢ leképezéseket
adja meg ¢ = @4 alakban valamely A matrixra, amennyiben ez lehetséges.

9.6. Feladat. Adjon meg a V vektortéren olyan ¢ és 9 linearis transzfor-

méciokat, amelyek rendelkeznek a megadott tulajdonsaggal:

(a) V=R2% Kerp=U, Imp =W és Kertp) = W, Imep = U, ahol
U={(z,z) :z € R} ées W ={(z,—z) : z € R};

(b) V =R2, ¢ és 1) két kiilonboz6 nemidentikus bijektiv transzformécio;

(c) V =173, p és 1 két kiilonbdz6 nemidentikus bijektiv transzformacio;

(d) V = R2, ¢ és 9 olyan transzformaciok, melyek magtere azonos dimen-
zi6ju, de két kiillonbozs altér V-ben;
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(e) V = Z3, ¢ &s v olyan transzformaciok, melyek magtere azonos dimen-
zi6ju, de két kiillonbozs altér V-ben;

(f) V = R2, ¢ és ¢ olyan transzforméaciok, melyek képtere azonos dimen-
zi6ju, de két kiillonbozé altér V-ben.

(g) V = Z3, ¢ és 9 olyan transzforméaciok, melyek képtere azonos dimen-
zi6ju, de két kiilonb6z6 altér V-ben.

9.7. Feladat. Tekintsiik a V' vektortéren megadott ¢ és v linearis transz-

formécidkat. Milyen ,ismert” linearis transzformaciéval egyenls a o linearis

transzformécio? Tovabba dontse el, hogy fennall-e a Kerp = Ker p) és

Im ) = Im p egyenlGség.

(a) V =R2, p a zérétranszformacio, ¢ az identikus transzformacio;

(b) V =R2, ¢ az 2-tengelyre, 1 az y-tengelyre vonatkozo tiikrozés;

(c) V =R?, ¢ az a-tengelyre, 1 az y-tengelyre valé meréleges vetités;

(d) V = R?, ¢ az identikus transzforméacio, 1 az origd koriili 7/2 szogii
forgatas;

(e) V. = R?, ¢ az origo koriili m/3 sz0gt, 1 az origd koriili —n/2 szogi
forgatés;

(f) V. = R3, ¢ az z- és y-tengely sikjara, 1 az y- és z-tengely sikjara
vonatkozo tiikkrozés;

(g) V = R3, ¢ az x- és y-tengely sikjara, ¢ az y- és z-tengely sikjara valo
merdGleges vetités;

(h) V = R2?, ¢ az y = = egyenesre vonatkozo tiikrozés, ¢ = 4, ahol A =

(o o)

(i) V =R?% ¢ = @4, ahol A = (1 (1]>, 1 az y-tengelyre valdo merdleges
vetités;

(G) V =R[z], ¢ és ¢ a 9.4. Feladat (o) és (p) részében megadott transzfor-
macio;

(k) V =R[z], ¢ és ¢ a 9.4. Feladat (p) és (o) részében megadott transzfor-
mAcio.

9.8. Feladat. Oldja meg a 7.5. Feladatot annak a tételnek az alkalmazasa-
val, amely szerint minden T test feletti n-dimenziés vektortér izomorf a T"
vektortérrel.

Szorgalmi feladatok

9.9. Feladat. Az a valés paraméter értékétsl fiiggen hatarozza meg a
koévetkez6 matrix rangjat:

1 -1 2

—_Q =
—
[
—_

-1 3 =3
4 2 0 a
9.10. Feladat. Egy m x n-tipust (m > 2, n > 2) métrix els6 sordnak és

els§ oszlopdnak minden eleme 0-t61 kiilonb6z6 valdés szam, de minden més
eleme 0. Mennyi a matrix rangja?
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9.11. Feladat. Egy n x n-tipust matrix els6 soranak és fatlojanak minden
eleme 0-t6l kiilonb6z6 valés szam, a matrix tobbi eleme 0. Mennyi a métrix
rangja?

9.12. Feladat. Hatarozza meg, hany nemelfajulé n x n-es matrix van Zs
felett.

9.13. Feladat. Tetsz6leges r (0 < r < n) esetén hatarozza meg, hany r-
dimenziés altere van a Z: vektortérnek.

9.14. Feladat. Egy n ismeretlenes valds linearis egyenletrendszer bévitett
maértrixanak van determinénsa, és ez a determinans nem 0. Mit mondhatunk
az egyenletrendszer megoldhatésagarol?

9.15. Feladat. Adja meg az alabbi homogén linearis egyenletrendszerben az
a paraméter értékét ugy, hogy a megoldas-altér dimenzidja 3 legyen. Ekkor
adjon meg bazist a megoldasok alterében.

To + x3 — axs = 0
—x1 + T2+ ars — 31y = 0
T1+ars+x3+3x4—225 = 0
9.16. Feladat. Tekintsiik a kévetkezd homogén lineéris egyenletrendszert:
r1+x3+xs = 0
To + X4 =0

Adottak a kévetkezd vektorok R3-ben: u = (1,1,1,1,1), v = (1,0,-2,0,1),
w = (0,-1,0,1,0), z = (1,-2,-2,2,1) y = (1,0,—1,0,0). Dontse el,
hogy az alabbi vektorrendszerek bazist alkotnak-e a fenti egyenletrendszer
megoldasainak alterében?

(a) u,v,w;

(b) v,w,;

(c) w,z,y.

9.17. Feladat. Létezik-e a sik R? vektorterén értelmezett olyan ¢ linearis
transzformécié, amelyre teljesiilnek a kovetkezd tulajdonsagok? Ha létezik,
akkor adjon meg egy-egy ilyen transzformaciot.

a) KeroNImy = 0;

b) Kerp NImy = {0};

c) Kery C Im ¢;

d) Im ¢ C Ker ¢;

(e) Kerp =Ime.

(
(
(

9.18. Feladat. Mennyi lehet egy : R — RS linearis leképezés magjanak
dimenzi6ja? Adjon meg egy-egy példat a legkisebb és a legnagyobb értékre.

9.19. Feladat. A ¢ € Hom(U, V) linearis leképezésrsl tudjuk, hogy

(1) barmely négy elem képe linearisan fiiggs vektorrendszert alkot;
(2) barmely hat linearisan fiiggetlen U-beli elem kozott van olyan, amelynek
képe nem a zérusvektor.

Mekkora lehet U dimenzi6ja?



