8. feladatsor — Vektorrendszer rangja

8.1. Feladat. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitdsok, és dontését ro-
viden indokolja:

(a) Ha egy vektorrendszer rangja r, akkor nincs benne r elemd linearisan
fiiggd részrendszer.

(b) Egy vektorrendszer barmely maximalis linearisan fiiggetlen részrendszere
ugyanannyi elembdgl all.

(¢) Ha egy vektorrendszer minden tagja el6all 2 méasik tag linearis kombina-
civjaként, akkor a vektorrendszer rangja 2.

(d) Egy vektorrendszer maximalis linearisan fliggetlen részrendszerei éppen
a vektorrendszer altal generalt altér bézisai.

(e) Minden k tagu linearisan fiiggs vektorrendszer rangja k.

(f) Ha két vektorrendszer ekvivalens egymaéssal, akkor ugyanazt az alteret
generaljék.

(g) Ha két vektorrendszer ekvivalens egymaéssal, akkor rangjuk megegyezik.

(h) Van olyan lineéris egyenletrendszer, amelynek egyik altalanos megolda-
saban 3, masik altaldnos megoldasdban 4 szabad ismeretlen van.

8.2. Feladat. Hatéarozza meg (ha lehetséges) a v vektor koordinatait a V'
vektortér el6irt bazisaban:

(a) V =R3, bazis: (1,1,1),(1,1,0),(1,0,0), v = (1, —1,1);

(b) V =R3, bazis: (1,-1,2),(0,0,1),(1,2,3), v = (1,-1,1);
(c) V =R3, bazis: (—1,2,1),(1,2,3),(1,1,2), v = (1, —1,0);
(d) V =R, bazis: (—1,1,1,0),(1,2,1,—1),(1,1,1,1),( 1,-1,-2,-2),v =

(1,2,1,2);
(e) V = Z3, bazis: (1,0,—1,1),(0,1,-1,-1),(1,0,1,—1),(~1,0,1,1), v =
(1,0,1,0);
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(g) V a legfeljebb harmadfoku Zy feletti polinomok vektortere, béazis: 1 +
22431+ +a21+2%22+23 v=14+2+ 23

(h) V =1(1,0,1,-1,0),(~1,1,0,—1,1),(0,1,0, —1,0)] C Z3, béazis: a mega-
dott generé‘correndszer7 v = (—1,0, 1, —1, -1);

() V=0_0+22+23+a2% 1+ 2+ 22 2% + 23, :U+a: +x3] C Zso|z], bazis: a
megadott generatorrendszer v=14x+2%+24
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(k) V = {(x1, 20,23, 24) : T2 + 23 = 0, 20 + 23 + x4 = 0} C R*, bazis:
tetsz6legesen valasztott bazis V-ben, v = (177, 4,-5,1);

HVvs= {(w1 $2> 1Ty + 23+ T4 = 0} - Z%XQ, bézis: tetszblegesen va-

megadott generdtorrendszer, v =

xr3 T4

lasztott bazis V-ben, v = <(1) (1))
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8.3. Feladat. Hatarozza meg a V vektortérbeli megadott vektorrendszer
rangjat, és adjon meg benne maximalis linearisan fiiggetlen részrendszert:

(a) V =R3; (2,0,0),(3,-5,0), (7,9, —11);

(b) V = R% (0,1,2,4),(2,-1,2,2), (1,~1,1,2);
(c) V= Zg, (1,1,0,0,1), (1 1,1,0,1),(0,0,1,1,0),(1,1,0,1,1),(1,1,1,1,1);
( ) VZZ% ( 1717 17170 7(17 ) 1 0 ) (_17170717_1)7
(0,0,-1,-1,1),(-1,1,1 ,0,1
1 2 1 -2
__ T2X%x2.
ov-r (i 1) (3 5). (5 0)

() V=R (; 0) ( é —1>’<—03 —11>
(239

(g) V a racionalis egyiitthatés polinomok vektortere; 3 — 2z + 2%, —12 +
8x — 422, 6 — 5z + 222, 12 — 9z + 422,

8.4. Feladat. A 8.3. Feladat (a)—(d) részében megadott vektorrendszerek
altal generalt V-beli alterekben keressen olyan bazist,
(i) amely lépcss alaku (pontosabban az a matrix 1épcesds alaka, amelynek
sorvektorai a bazis elemei);
(ii) amelynek egyik eleme sem skalarszorosa a lépcsds alaku bézis elemeinek;
(iii) amely V standard bazisabol a lehetd legtobb elemet tartalmazza.

8.5. Feladat. Hatarozza meg a V vektortér U alterének dimenzidjat, és ke-
ressen U megadott generatorrendszerének olyan részrendszerét, amely bazist
alkot:

(a) V:@g; U=1(3,-2,1),(-12,8,-4,),(6,-5,1), (12, -9,4);
(b) V= R?’; U= [(1’2’5)a (374 )7 (O O’O)’ (77 27 _5)]
(c) V:R4’ U=100,1,2,4),(2,-1,2,2), (1, 1,2)];
(d) V:R4,U: [(1,2,4,1), (-2, —4, -5, 3) ( 1,-2,-7,0), (1,2,-2,3)];
(€) V =Q% U =[(1,-2,—4,3), (—2,4, —8, —6), (3, —6, — ,9)
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(h) V a Z feletti polinomok vektortere; U = [1+x+at, 1+x+22+2%, 2%+
B l+x+23+a2t 1+ + 2%+ 23 + 2
(i) V a Zs feletti pohnomok vektortere; U = [-1+x — 22+ 23,1 —2 — 2% —
ot —l+z+a23 -2t —2? — 23+ a2t -1+ 2+ 2% + 24
8.6. Feladat. Hatarozza meg a V vektortér Uy, Us alterei esetén az Uy NUs

és Uy + U, alterek dimenzi6jat. Tovabba adjon meg olyan bazist az Uy + Us
altérben, amely kiterjesztése

(i) Uy bazisanak;



(ii) Uy NUs és Uy bazisanak is.

(a) V=RY Uy =[(1,2,1,0),(~1,1,1,1)], Us = [(2,1,0, -1), (1, 1,3, 7)];
(b) V:R4, Uy = [(1 2,1 )7(0’ —2,3, 1)]a

Us =1(0,2,-3,1),(0,-2,4,—4),(0,—6,11, —9)];
(c) V =R5, U1 [(1,2,4,-5,1), (0,1, -1,0,2), (1,2, 5, ~7,2)],

Uy = [( -3,—6,4, ),(0,—2,2,1,—7),(—1,—2,—5,9,—8)];
(d) V =74, Uy = [(0,1,1,1), (1,1,0,0)],

Uy = [(1 0, ,1),(0,1,0, 1),(1,1,0,1)];
(e) V=123 U = [(1,0,-1,1,1),(0,1,—1,-1,1), (=1, 1,1,0,0)],

Uy =1(1,-1,-1,0,0),(0,1,-1,0,0),(—1,1,—1,—1,0)];
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8.7. Feladat. Keresse meg a Z3 vektortér dsszes alterét, és rajzolja fel az al-
terek tartalmazasra alkotott részbenrendezett halmazédnak Hasse-diagramjat.
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Szorgalmi feladatok

8.8. Feladat. Legyen a v vektor koordinatasora a wvy,ve,...,v, bézisban
(1,9, ..., ). Igazolja, hogy ekkor a v, vy, ..., v, vektorrendszer is bazis,
és adja meg benne a vy vektor koordinatait. A koordinatasorban 1 helyett
milyen koordinata esetén nem igaz ez az allitas?

8.9. Feladat. Hatarozza meg az a valos paraméter értékétdl fiiggden az R?"
vektortérbeli

(1,0,0,...,0,0,a),(0,1,0,...,0,a,0),...,(0,...,0,1,a,0,...,0),
0,...,0,a,1,0,...,0),...,(0,a,0,...,0,1,0),(a,0,0,...,0,0,1)

vektorrendszer rangjat.

8.10. Feladat. Hatarozza meg a Zi vektortérbeli
(1,1,0,...,0),(0,1,1,0,...,0),...,(0,...,0,1,1),(1,0,...,0,1)

vektorrendszer rangjat.

8.11. Feladat. Igazolja, hogy a T™ vektortér Osszes alterének van olyan
béazisa, amelyben a vektorok koordinatainak Gsszege azonos.

8.12. Feladat. Mutassa meg, hogy tetsz6leges vy, va, ..., v vektorrendszer
esetén r(vy,ve, ..., vk) = 7r(v1,01 + Vo, ..., 01 + U+ -+ V).

8.13. Feladat. Igazolja, hogy tetsz6leges uy, uo, ..., ur és vy, ve,..., v vek-
torrendszerek esetén r(uj + vi,ug + vo, ..., up + vg) < r(ug,ug,...,ux) +
r(vi, v, ..., V).

8.14. Feladat. Adja meg az 6sszes olyan (n—1)-dimenzios alteret a T™ (n €
N) vektortérben, amely nem tartalmazza T" standard béazisénak egyetlen
elemét sem. A T = Zgy és T = Z3 esetben hany ilyen altér van?
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8.15. Feladat. Igazolja, hogy ha az n-dimenziés V' vektortérben van olyan
r és s rangu vektorrendszer, amely egyiittesen generalja a V vektorteret,
akkor r + s > n.

8.16. Feladat. Mutassa meg, hogy ha U; és Us olyan alterek egy n-dimenzi6s
V vektortérben, amelyekre Uy N Uz = {0} és dim U; + dim Uy = n, akkor Uy
tetszbleges ey, ea, . .., eqimu, bazisa és Us tetszbleges f1, fo, ..., faimv, bazisa
esetén az ey, ea,...,edimuv,s f1, f2, ..., faimu, vektorrendszer bazis V-ben.



