7. feladatsor — Linearis fiiggetlenség, dimenzié — Eredmények

7.1. Feladat. Legyen vy, vo, ..., v tetsz6leges vektorrendszer a V' vektortér-
ben. Dontse el, hogy igazak-e az aldbbi allitasok, és dontését roviden indokol-
ja

(a) Ha vy, vg,..., v, generatorrendszer V-ben, akkor vy, vg, ..., vx linearisan
fliggetlen vektorrendszer.

(b) Ha vy, v9, ..., v linearisan fiiggetlen vektorrendszer, akkor vy, va, ..., vg
generatorrendszer V-ben.

(c) Ha vy, va,...,v; linearisan fiiggs vektorrendszer, akkor barmely i-re v;
eléall a vy, va,...,vi—1,Vit1, ...,V vektorrendszer linearis kombinacio-
jaként.

(d) Hawy,ve,..., v linearisan fliggs vektorrendszer, akkor van olyan i, mely-
re v; el6all a vy, vo, ..., v;—1 vektorrendszer linearis kombinécidjaként.

(e) A vy,ve,...,v; vektorrendszer pontosan akkor linearisan fiiggetlen, ha
minden i-re [V, Ve, ..., Vi1, Vitl, ..., V] # [V1,V2, ..., V]

(f) Van olyan linearisan fiiggetlen részrendszer a vy, vs, ..., v vektorrend-
szerben, amely generélja a [vi, ve,...,vx] alteret.

Eredmeény. igaz: (d),(e),(f)
hamis: (a),(b),(c)

7.2. Feladat. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitasok, és dontését ro-
viden indokolja:

(a) Ha egy V vektortérben a vy, vs, ..., v, vektorrendszer bazis, akkor van
olyan v eleme V-nek, amelyre vy, vo,...,v,,v linearisan fiiggs vektor-
rendszert alkot.

(b) Ha egy V vektortérben a vy, vs,...,v, vektorrendszer bazis, akkor van
olyan v eleme V-nek, amelyre vy, v, ..., v,,v nem generédlja V-t.

(c) Ha egy V vektortérben nincs olyan 6telemi vektorrendszer, amely gene-
ralja V-t, akkor a V vektortér dimenzidja kisebb, mint 5.

(d) Haegy V vektortérben a v1, va, v3, v4 vektorrendszer linearisan fiiggetlen,
a v1, Va2, U3, U4, U5 vektorrendszer pedig linearisan fliggd, akkor a vy, vo, vs,
v4 vektorok bézist alkotnak V-ben.

(e) Ha egy vektortérben van négyelemt linearisan fiiggetlen vektorrendszer
és hatelemt generatorrendszer, akkor a vektortér dimenzidja 5.

(f) Ha egy n-dimenzios vektortérben valamely k-elemii linearisan fiiggetlen
vektorrendszernek van olyan [-elemi részrendszere, mely generélja a vek-
torteret, akkor n = k = 1.

Eredmeény. igaz: (a),(f)
hamis: (b),(c),(d),(e)

7.3. Feladat. Dontse el, hogy linearisan fliiggetlen vektorrendszert alkotnak-
e az alabbi vektorok a V vektortérben. Ha igen, akkor allapitsa meg, hogy
bazist alkotnak-e, és ha nem, akkor egészitse ki a vektorrendszert V' béziséva.
(a) V=R3% (1,-1,2),(1, 1 ,1),(0,1,2), (1, -2,1);

)  (1,2,1), (1,—1,1, (1, 1,0);
(c) V=0Q3% (1,—1,0),(1,1,1 ,(1,-3,-1);
)V =13; (0,1,-1),(=1,-1,1);
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(m) V a lengeljebb masodfoki valés polinomok vektortere; 1422, x—x?, —1+
(n) :f/;iejgf;eljebb mésodfokil Zs feletti polinomok vektortere; 1, 1 +x, 1 +
(o) ZZ_Tzéf.eljebb harmadfokt Zg feletti polinomok vektortere; x, 1+x, 1+
Eredmény. linearisan fiiggetlen: (b),(d),(e),(f),(g),(h),({),(k),(1),(n),(o)

linearisan fiiggs: (a),(c),(i),(m)

7.4. Feladat. Az a valés paraméter mely értékeire alkotnak a V' vektortér-
ben az aldbbi vektorok linearisan fliggd, illetve linearisan fiiggetlen vektor-
rendszert. A linearisan fliggetlen vektorrendszereket egészitse ki V' baziséva.
(a) V=R*% (3,2,1,-4),(-2,—4,-1,4),(a, 10,3, —12);
(b) V:R5; ( 171a2 3 ) ( 1 3 7 8,—2),(&7—4’—1179, 1);
(c) V=123 (-1,1,a,a Uumoonm@mqm

_ox2. (10 11 0 1Y
(d)V_Z2’<1a 0 1/7\1 1)’
(e) V a legfeljebb negyedfoku Zs feletti polinomok vektortere; —1 + z, 1 —

2?2 +axd, 1+ 2 — 2%+ 23

Eredmény. (a) linearisan fiiggetlen < a # 7: (0,0, 1,0)
(b) linearisan fiiggetlen < a # —2: (0,1,0,0,0),(0,0,1,0,0)
(¢) mindig linearisan fliggetlen: (0,0,1,0,0),(0,0,0,1,0)

0 0

(d) linearisan fiiggetlen < a = 1: 1 0o

(e) mindig linedrisan fiiggetlen: 23, x4

7.5. Feladat. Legyen wu,v,w linearisan fiiggetlen vektorrendszer valamely
szamtest feletti vektortérben. Mit mondhatunk az aldbbi vektorok linearis
fliggetlenségérsl?

(a) u+v, u—v, u—2v+ w;

(b) u+2v, u+ 2w, —2v+ w;

(¢) u+3v+2w, 2u+w, u+v+w.

Eredmény. (a) linearisan fiiggetlen
(b) lineérisan fliggetlen
(c) lineérisan fliggd
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7.6. Feladat. Hatarozza meg a V vektortér U alterének dimenzidjat, és

adjon meg bazist U-ban. Ha V véges vektortér, akkor adja meg az U altér

elemszamat is.

(a) V=R* U = {(x1,20,73,24): 1 — 220 =0, 1 + 29 — 23 = 0};

(b) V=R U = {(x1,72,23,74): 1 — 3x2 — 3 =0, 24 = 0};

() V=0Q% U ={(21,22,23,24) : 321 — 22 + 23 — 224 = 0, —z1 + T2 +
203 —x4 =0, 1 + 22 + 23 + 24 = 0};

(d) V =Q**2 U—{(i; ii) cx1 + 2x3 + 24 =0, x1—2x2—x4—0};
(e) V:Z%”, U= {(2 ii) cx1+ 29+ 23 =0, x2+:1:3+:c420};

(f) V:Z§X3, U= {(ii ii ii) cx1— w2+ a3 =0, 12 — 23+ 14 =0,

r3—x4+a5 =0, 23+ x4+ 25+ 26 =0

Eredmény (a) d=2: (2,1,3,0),(0,0,0,1)
(b) d= (3,1,0 0) ( ,0,1,0)
(c 10,8
0

<d?3 SRR
_ ( )( >azUa1tér4elemﬁ

(f) d= (O _1 0 > , <_11 8 1), az U altér 9 elem

7.7. Feladat. Hatarozza meg a V vektortér U;, U, alterei esetén az Uy NUs
és Uy + Uy alterek dimenzidjat. Tovabbé adjon meg egy bazist U; N Us-ben,
és egészitse ki Uy és Us bézisava.
(a) V = R4, U, = {(:L'l,.%'g,.%'g,x4) t X9+ X3+ x4 = 0},

U; = {(xl,xg,xg,m4) cx1 +a2 =0, x3 —2x4 = 0};
(b) V = R4, U, = {($1,x2,$3,$4) cx1+ a2 +a3=0, x0 — 223 = 0},

U2 = {(.%'1,$2,.CL‘3,.CL‘4) : 2.1‘2 — 4.1‘3 = 0, 3.1‘3 + T4 = 0};
(c) V=173, Uy = {(w1, 22,73, 24, T5) : T2 — T4 + x5 = 0},

Us = {(z1, 22,23, 24,25) : T1+ T2+ 23 +24 =0, 1+ 23— 24— 25 = 0};

(d) V=R*>*? U, = i; ii>1x1+$2+$4=0, 331—233420}7

r1 T
ng{(x; xj) tx1 — 214 =0, :1:3+3:c4:0};

(e) V =723, U1:{<x1 w2 “""’3) :w1+x4:0},

Ty T5 Te

o Tr1 T2 I3 . o .
UQ—{<$4 s $6>.x1+x2+x4+x5—0, 373“‘376—0}

Eredmény. (a) dim(U; + Us) = 4 (igy Uy + Uy = RY)

), (0,—1,1,0)]
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(b) dim(U; + Us) =4 (ig
UinNUy = {(0,0, ,0)
Uy = [(—3,2,1,0), (0,
Uz =(1,0,0,0),(0,6

(¢) dim(U; + Ug) = 4(

UyNUy =Uy =[(~1,0,1,0,0),(1,1,0,1,0), (1,—1,0,0,1)]
U, = [(-1,0,1,0,0),(1,1,0,1,0), (1,-1,0,0,1), (1,0,0,0,0)]
(d) dim(Uy + Us) = 4 (igy Uy + Uy = R2*2)
00
tinv:={(g o)} -1
3 2\ /0 0
o= (560 0)
1 0\ /0 6
510 0) (6 %)
(e) dim(Uy + Us) = 6 (igy Uy + Uy = Z5*?)
100y (0 10\ (001
UmU?_Kl 0 0)’(0 1 0)’(0 0 1)]
oo [(1 0 0y (01 0y 00 1)/ 10)/00
'=1\100/°\o10/)°\001/{000/\0o0
oo [(L 0 0y (01 0y (00 1)/l 10
271\t 0 0/°\0 1 0)°\00 1)\0 00



