6. feladatsor — Vektorterek — Eredmények

6.1. Feladat. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitdsok, és dontését ro-
viden indokolja:

(a) A V vektortér U részhalmaza pontosan akkor altér V-ben, ha zart az
Osszeadésra és a skalarral valo szorzasra.

(b) Tetszoleges V vektortérbeli vy, .. ., vy vektoroknak egyetlen linearis kom-
binédcidja van, mégpedig a v = Ajvy + - - - + A\pvg vektor.

(c) A Z3 vektortérben az (1,0), (0, 1) vektoroknak négy linearis kombinAcio-

ja van.
(d) AV vektortér [v1,...,vi] altere pontosan azokat a vektorokat tartalmaz-
za, amelyek elGallnak a vy, ..., v vektorok linearis kombinacidjaként.

(e) Ha U, Uy, Uy olyan alterek a V vektortérben, melyekre Uy, Uy C U, akkor
Ui + Uy C U is fennall.

(f) Minden T test feletti n-ismeretlenes linearis egyenletrendszer megoldésai
alteret alkotnak a T™ vektortérben.

(g) Ha egy T test feletti n-ismeretlenes homogén lineéris egyenletrendszer
(valamelyik) altalanos megoldasaban a kotott ismeretlenek szama r, ak-
kor a megoldasok altere megadhaté r elemt generatorrendszerrel.

(h) Ha egy T test feletti n-ismeretlenes homogén linearis egyenletrendszer
megoldasainak altere megadhaté k elemd generatorrendszerrel, akkor
az egyenletrendszer (valamelyik) altalanos megoldasaban a szabad is-
meretlenek szédma legfeljebb k.

Eredmény. igaz: (c),(d),(e),(h)
hamis: (a),(b),(f),(g)

6.2. Feladat. Allapitsa meg, hogy az alabbi U részhalmazok koziil melyek
alterek az R3 vektortérben:

(a) U = {(21,22,23) : x1 = 0 vagy x = 0};

(b) U = {(z1,x2,23) : 1 =0, 22 = 0};

(c¢) U= {(z1,22,23) : &1 + 222 — 23 = 0};

(d) U= {(:L’l,mg,.lig)::]}l — o+ a3 =1, x1+x2+x3:()};
(e) U = {(x1,x2,23) : 3129 + 23 = 0};

(f) U = {(w1, 29, 23) : 23 + 23 = 0}.

Eredmeény. altér: (b),(c),(f)
nem altér: (a),(d),(e)

6.3. Feladat. Alteret alkotnak-e az R™*" vektortérben az alabbi halmazok:
(a) U={A:|A] =0}

(b) U={A:]A] #0};

(c) U:{A:AT:A}?

Eredmény. altér: (c)
nem altér (a),(b)

6.4. Feladat. Dontse el, hogy a V' vektortérben a v vektor eleme-e az U
altérnek?
(a) V=R v=(1,-1,1), U=(1,-1,0),(0,0,1)];
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b) V=0Q3 v=(1,1,1), U =[(1,-1,2),(1,0,1)];

(c) V=R3 v=(1,2,1), U=1[(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)];

(d) V= R37 v= (1a2a1)7 U= [(17171)a (1707_1)7(271a0> )

(e) V=R v=(3,4,-1,2), U=1(1,0,-3,2),(—1,2,7, —4)];

(f) V= Q47 v = (17 _17 _271)7 U= [(17 17370)7 (273727 1)7 (3727 _1a 1)]7

(g) V= Z§7 v = (170> Oa 1)a U= [(17 17 170)’ (_1707 170 7(1> 1707_1)]7
_ TR2x2 _ (3 4 N 0 -1 2

wv=se= (5 g) o=l ) (7 4]

7

. 2%2 10 11 -1 0 1 1

ov=zo=(y 1) v=[( o) (3 o) o )]

(j) V = R[z] (az R feletti polinomok vektortere), v = 3
U=[1-32%+223 —1+4 22+ 72% — 423,

(k) V = Zs[x] (a Zs feletti polinomok vektortere), v =1+2% U = [1l +x +
22, 1422 14+ 2 —23.

Eredmeény. eleme: (a),(c),(e),(g),(h),(i),(),k)
nem eleme: (b),(d),(f)

6.5. Feladat. Adja meg a V vektortér U alterét generatorrendszer segit-

ségével:

(a) V=R3 U= {(x1,72,23) : 201 — 23 = 0};

(b) V=R3 U= {(x1,20,23) : 221 —23 =0, 21 + 29 = 0};

(c) V=Q% U= {(r1,22,73,74) : 11 — 22 + 23 = 0, 23 + 3 + 24 = 0};

(d) V=0Q*% U = {(x1,22,23,74) : T1 — T2 + 323 — 224 = 0, 221 + T3 — T3 —
x4 =0, xo+x3+ x4 =0}

(e) V=02 U= {(m x2) cx1 — w2+ 23 =0, 1724-333—1—304:0};

I3 T4

(f) VZZ%XQ, UZ{(xl $2> 2:L’1+$2—333:0, x2+x3—x4:()};

I3 T4

2x3 xr1 T2 I3
(g)VZZ2X7U:{<$4 s x6>3l‘1+$2+$3=0, x2 + a3+ x4 =0,

T3+ x4 +x5+26=0>.

Eredmény. (a) U = [(1,0,2),(0,1,0)]

(b) U =[(~1,1-2)]

(c) U=1[(-2,-1,1,0),(—-1,-1,0,1)]

(d) U=[(1,-1,0,1)]

av=l( ) (o))
ou=1(3" o)-(o 1)
wo=[(15 561060 D)

6.6. Feladat. Adja meg a V' vektortérben a megadott vektorok altal kifeszi-
tett alteret egyenletrendszer segitségével (azaz keressen olyan linearis egyen-
letrendszert, amelynek megoldasvektorai éppen a kifeszitett altér vektorai):
(a) V=R wu=(1,1,1), v=(1,-1,5);
(b) V=R3 u=(2,2-4), v=(1,0,3);



() V=R wu=(1,1,1), v=(-2,2,-2), w=(3,—-1,3);
(d) V=R3 wu=(1,1,1), v=(-2,2,-2), w=(0,—1,3);
() V=23 wu=(1,1,0,1), v=(1,0,1,0);
(f) V=23, wu=(1,1,0,1), v=(1,0,1,0), w= (1,0,1,1);
(g) V=RY wu=(22-24), v=_(—4,-56,-5);
1 2 0 1 -3 0
__ TR2x2 _ _
(h) V =R=*2 u—<_3 4 ,U—<_1 2>,w _3 o)
9% (1 -1 11 (1 0
R e () R () B )

Eredmeény. ( ) {(‘Tlax%l‘:}) =31 4+ 229 + 23 = 0}
(b) {(x17$2)x3) _3561 + 5562 + xr3 = O}
) :

(c) {(z1,72,23) : 21 — 23 = 0}

(d) {(z1,22,23) : 0z = 0}

(e) {(z1,22,23,24) : 21 + 23+ 24 =0, 22 + 24 = 0}

(f) {(w $27$3,$4) T+ X2 + 23 = O}

(&) {(w1, 22,23, 24) : —1 + 205 + 23 = 0, —5a + 372 + 4 = O}
Z2

(h) {< T3 x4> : 2:L'2 Ty = O}

. xr X
(1) {(x; $42L) :.%'1—%'24—.%3—.%‘4—0}

6.7. Feladat. Dontse el, hogy a V' vektortérben teljesiil-e az Uy = U; egyen-
16ség. Tovabba adja meg az Uy NUsy és Uy + Uz altereket egyenletrendszer és
generatorrendszer segitségével is.
( ) V= RS U = [(1 2, 1) ( L1, 1)]7 Uy = [(0a3?2)7 (_27 _170)];
(b) V= RS U= {(961,962,903) 1 —xg +a3 =0} U =[(1,2,1)];
( ) , U = [( -1 0) (O, 1, 1)], Us = {(wl,xg,.%'g) X1+ T9—x3 = 0};
(d) V = R4 U = [(1,0, 1,-1),(-2,1,0,-1),(3,—4,—6,7)],

Us = {( {131,(132,.733,1'4) :3x1 + Twg — 223+ w4 = 0,21 + 229 — x5 = 0}

ov=ru=[(0 ). (3 )5 ]

Us; = i; ii :3:131—1—7:1}2—2:1}3—1-274:0}.
Eredmény. (a) Uy = Us, és ezért Uy = U = U1 NUy = Uy + Uy
U1 = UQ = {(.%'1,.%’2,.%3) X1 — 21‘2 + 3.%'3 = 0}
(b) U, ; Ui, ésezért Uy NUy =Us, Uy +Us =U1
U, = [(1,1,0),(—1,0,1)]
U2 = {(xl,xg,xg) X1 — X3 = O, 21‘1 — T2 = 0}
(C) Ui =Us, ésezért U =Uy=U NUy =U; + Uy
(d) U, ; Uy, ésezéert UyNUy =Us, Uy +Us =U1
U, = {(xl,xg,xg,:m) 1 3x1 4+ Txo — 223 + 24 = 0}
Uy = [(37 -1, 170)7 (27 —-1,0, 1)]
(e) U =Us, ésezért U =Us=U NUy =U; + Uy



