6. feladatsor — Vektorterek

6.1. Feladat. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitasok, és dontését ro-
viden indokolja:

(a) A V vektortér U részhalmaza pontosan akkor altér V-ben, ha zart az
Osszeadésra és a skalarral valo szorzasra.

(b) Tetszoleges V' vektortérbeli vy, .. ., vg vektoroknak egyetlen linearis kom-
binécidja van, mégpedig a v = A\jvy + - - - + A\pvg vektor.

(c) A Z3 vektortérben az (1,0), (0, 1) vektoroknak négy linearis kombinécio-

ja van.
(d) AV vektortér [vy,...,vg] altere pontosan azokat a vektorokat tartalmaz-
za, amelyek elGallnak a vy, ..., v vektorok linearis kombinacidjaként.

(e) Ha U, U, Us olyan alterek a V' vektortérben, melyekre Uy, Uy C U, akkor
Uy + Uy C U is fennéall.

(f) Minden T test feletti n-ismeretlenes linearis egyenletrendszer megoldésai
alteret alkotnak a T™ vektortérben.

(g) Ha egy T test feletti n-ismeretlenes homogén linearis egyenletrendszer
(valamelyik) altalanos megoldasaban a k6tott ismeretlenek szama r, ak-
kor a megoldasok altere megadhaté r elemti generatorrendszerrel.

(h) Ha egy T test feletti n-ismeretlenes homogén linearis egyenletrendszer
megoldasainak altere megadhaté k elemid generatorrendszerrel, akkor
az egyenletrendszer (valamelyik) altalanos megoldasédban a szabad is-
meretlenek szdma legfeljebb k.

6.2. Feladat. Allapitsa meg, hogy az alabbi U részhalmazok koziil melyek
alterek az R? vektortérben:

a) U = {(z1,22,23) : 71 = 0 vagy x2 = 0};

( )iz =0, x9 = 0};

(r1,29,23) : 1 + 229 — x3 = 0};

( )ixy —xo+a3 =1, z1 +x2 + x3 =0}

( ) : 3x1x2 + 23 = 0};

(w1, 79, 73) : 23 + x% =0}.

(¢) U={A:AT = A}?

6.4. Feladat. Dontse el, hogy a V vektortérben a v vektor eleme-e az U
altérnek?

(a) V=R} v=(1,-1,1), U=[(1,-1,0), (0,0, 1)];

b) V=03 v=(1,1,1), U=][(1,-1,2),(1,0,1)];

() V=R3 v=(1,2,1), U=1(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)];

(d) V=R3 v=(1,2,1), U=1(1,1,1),(1,0,-1),(2,1,0)];

(e) V=RY v=(3,4,-1,2), U=1(1,0,-3,2),(-1,2,7, —4)];

f) V=0Q4 v=(1,-1,-2,1), U=1(1,1,3,0),(2,3,2,1),(3,2,—1,1)];

(g) V=123 v=(1,0,0,1), U=][(1,1,1,0),(-1,0,1,0),(1,1,0,-1)];
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(h) V=R ’”‘(—1 2)7 U= [<—3 2)’ 7 -4 ]
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(j) V = R[z] (az R feletti polinomok vektortere), v = 3 + 4 — z% + 223,
U=[1-32%+223 —1+4 22+ 72% — 423,
(k) V Zg[ ] (a Z3 feletti polinomok vektortere), v =1+2%, U = [l +x +
1422, 1+2—28].

6.5. Feladat. Adja meg a V vektortér U alterét generatorrendszer segit-
ségével:

(a) V=R3 U= {(x1,72,23) : 201 — 3 = 0};

(b) V= Rg, U = {(ZCl,I‘Q,xg) : 21’1 — T3 = O, xr1 + X2 = 0};

(c) V=Q U={(x1,72,23,74) : 21 — 23 + 23 =0, x2 + 23+ 24 = 0};
(d) V=Q% U= {(z1,72,73,24) : 11 — T2 + 323 — 224 = 0, 231 + 29 — T3 —

ry =0, 2+ 23+ 14 =0}
(e) V =Q**2 Uz{(mﬁ1 962) cx1 —xo+ a3 =0, 332—1—:1:3—1—964:0};

I3 T4

(f) V:Z:%XQ, Uz{(ii’ ii) t X1+ 29 — 23 =0, $2+x3—x420};

2x3 r1 T2 T3\ . _ _
(g)V:Z2X,U:{<x4 s x6>.x1—|—m2+:ﬂ3—0, To +x3 + x4 =0,

3+ x4+ a5+ 726 =0
6.6. Feladat. Adja meg a V vektortérben a megadott vektorok altal kifeszi-

tett alteret egyenletrendszer segitségével (azaz keressen olyan linearis egyen-
letrendszert, amelynek megoldasvektorai éppen a kifeszitett altér vektorai):

(a) V=R wu=(1,1,1), v=(1,-1,5);
(b) V:Rgv U = (272>_ )? v= (1’073)’
() V=R w=(L11), v=(-22-2), w=(3-13);
(d) V=R3 u=(1,1,1), v=(-2,2-2), w=(0,-1,3);
(e) VZZ%a U = (1,1,0,1), v = (1’0’170)’
(f) VZZ%: u = (1717071)7 v = (1707170)’ w= (1 0’1’1)’
(g) V:R47 U= (2727_274)7 v= (_47_5’6’ _5)’
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(h) V' =R, “—<_3 4 ’U—<_1 2)’“’_ -3 0>’
2%2 _ 1 -1 — 11 = 1 0

(i) V =125, —<1 0),1)—(0 0>’w_<1 —1)'

6.7. Feladat. Dontse el, hogy a V' vektortérben teljesiil-e az Uy = Us egyen-
16ség. Tovabba adja meg az Uy NUsy és Uy + Uz altereket egyenletrendszer és
generatorrendszer segitségével is.

(a) V=R3 U; =[(1,2,1),(-1,1,1)], Uz =[(0,3,2),(-2,-1,0)];

(b) V=R3 Uy = {(z1,22,73): 71 — 22 + 23 = 0}, Uz = [(1,2, 1)];

(C) V= Zga Ul = [(17 _170)7 (07 17 1)]1 U2 = {(xl’x27x3): T1+T2—23 = 0}7
(d) V=R U =[(1,0,1,-1),(-2,1,0,-1), (3, -4, —6,7)],

U; = {(xl,xg,xg,m4): 3x1+ T — 223+ 24 =0,21 + 200 — 23 = O};



ov=ren=[t 2).(2 1).(5 )]

U2:{<x1 x2>:3$1+7$2—2$3+$4:0}.
T3 T4

Szorgalmi feladatok

6.8. Feladat. Igazolja, hogy a pozitiv valés szamok halmaza vektorteret

alkot a valés szamok teste felett, ha az ,0Osszeadést” és a ,skalarral valo

szorzéast” a kovetkezdképpen definialjuk:
udv=uv, AOv=1"

6.9. Feladat. Igazolja, hogy barmely halmaz hatvinyhalmaza vektorteret

alkot Zs felett, ha ,0sszeadasnak” a szimmetrikus differencia képzését tekint-

jik. (A skalarral valo szorzéast miért nem kell kiilon definialni?)

6.10. Feladat. Alteret alkot-e az U részhalmaz a V' vektortérben?

(a) V=R"" U a fels6 triangularis matrixok halmaza;

(b) V=R"" U ={A: AB = BA}, ahol B rogzitett matrix;

(c) V aZs feletti polinomok vektortere, U azoknak a Zs feletti polinomoknak
a halmaza, amelyeknek Zo mindkét eleme zérushelye.

6.11. Feladat. Alteret alkotnak-e a megadott részhalmazok a valds szam-
sorozatok RY vektorterében:

(a) azon valés szamsorozatok halmaza, amelyeknek tagjai véges sok kivéte-
lével 0-val egyenldk;

(b) a szamtani sorozatok halmaza;

(c) a mértani sorozatok halmaza (megengedve a csupa 0-bol allé sorozatot
is);

(d) a monoton sorozatok halmaza.

6.12. Feladat. Alteret alkotnak-e a megadott részhalmazok az R® vektor-

térben:

a) a paros fliggvények halmaza;

) a periodikus fiiggvények halmaza;

) a véges sok zérushellyel rendelkezd fiiggvények halmaza;

) azon fiiggvények halmaza, amelyeknek a 0 helyen zérushelye van;

(e) azon fliggvények halmaza, amelyek értékkészlete az egész szamok hal-
maza.

(
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@

6.13. Feladat. Igazolja, hogy egy vektortér soha nem allhat el§ két valodi
alterének unidjaként.

6.14. Feladat. Igazolja, hogy n > 2 esetén a Z5 vektortér elall harom
valodi alterének uni6jaként.

6.15. Feladat. Legyen u,v,w harom vektor egy tetszSleges vektortérben.
Mit lehet mondani az u vektorrdl, ha tudjuk, hogy w ¢ [u,v], v ¢ [u, w], de
u € [v,w]?
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6.16. Feladat. Keresse meg a Z3 vektortér dsszes alterét, és abrézolja a
koztiik fennalld tartalmazasokat Hasse-diagrammal.

6.17. Feladat. Dontse el, hogy igazak-e a kdvetkezd allitasok:
(a) Az R[z] vektortérben z — 1 € [23 — 1, 23 — 2, 23 — 22, 222 — 3z + 1].
(b) Az R[] vektortérben x + 1 € [#3 — 1, 23 — z, 23 — 22, 222 — 32 + 1].
1 1
(c) Az RE" vektortérben — € [1, } .
z 142
6.18. Feladat. Bizonyitsa be, hogy tetszéleges vektortér minden U, V, W
alterére teljesiil, hogy ha U C W, akkor (U+V)NW = (UNW)+(VNW).

6.19. Feladat. Mutassa meg, hogy az R"™ vektortér X = [(1,1,...,1)]
és Y = {(a1,a2,...,an) : a1 +2a2+ -+ na, = 0} altereire teljesiil, hogy
XNY={0}és X +Y =R".



