4. feladatsor — Determinénsok (folyt.), matrix inverze

4.1. Feladat. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitasok, és dontését ro-
viden indokolja:
(a) Legyenek 1 < i < iy < -+ < i <n, 1 < j1 < o< - <Jp <
n kivalasztott sor- és oszlopindexek a D determinansban, és jelolje
i <y < --- <l illetve i < gy < -0 < ), a kimarad6 sor-,
illetve oszlopindexeket. Ekkor a D determinansban
Jldk (_1)i3+--~+i;,k+j1+~~~+j;,kMjiﬁ---yj%—k
’il,...,ik 7:/17“.’7:;17]6 °

Tetsz8leges A, B € T™*™ maétrix esetén

(b) ha A, B nemelfajuld, akkor A 4+ B is az;
(c) ha A, B elfajuld, akkor A 4+ B is az;

(d) ha A, B nemelfajuld, akkor AB is az;
(e) ha A, B elfajuld, akkor AB is az.

(t
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Nemelfajulé diagonalis métrix inverze is diagonélis.

Nemelfajul6 fels§ triangularis métrix inverze is felsé triangularis.
Tetszéleges A, B € T™ ™ nemelfajulé matrixok esetén az AB = BA
egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha az A™1B™1 = B71A™! tel-
jestl.

(i) Az E € T™*" egységmatrix csak dnmagéaval hasonlo.

(j) Ha A, B € T™*™ hasonlé matrixok és A diagonalis, akkor B is az.

~— — — ~— — —

4.2. Feladat. A Laplace-tétel alkalmazéasaval szamitsa ki az aldbbi valos
determinansokat:

120000 1020 3 0
340000 5142 7 3 88}_21
765400 1040 9 0
(a)234500’(b)815376’(0)_213_43_51
5126 7 3 1080 27 0 L4 3 o
2 753 41 915 4 3 10

4.3. Feladat. A Laplace-tétel alkalmazasaval szamitsa ki az (a)-beli Zg és
(b)-beli Zs feletti determinansokat:

01001 1 -1 1 0 1
11101 1 1 -11 0
(a1 100 0; (b |[-1 -1 0 1 0
11111 1 1 0 1 0
10111 1 -1 1 1 -1

4.4. Feladat. A Laplace-tétel alkalmazasaval szdmitsa ki az alabbi deter-
minénsokat:

@ 0 b 0 11 1 0 0

0 o 0 d 1 2 3 0 O

(a) ! oo w011 11
bz 0 a9 0

0 d 0 c 0 1 x2 T3 x4

0 2z} 23 2% 23

—= O =l = =
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4.5. Feladat. Hatarozza meg a kovetkez§ valdés matrixok inverzét:

1 3 1 2 -3 1 3 4
@ (8 wlo o1 s @01
-2 =2 11 2 5 5
1 1 1 1 1 -2 3 4
3 -4 5
1 1 -1 -1 2 1 -1 1
(d) ; :2 _11 B R N PR R
1 -1 -1 1 2 1 2 1

4.6. Feladat. Hatarozza meg az

1 -1 0 0

1 -1 0 } _11 _11 8 1 1 0 0

(a) {0 1 —=1]; (b) i (c) 0o 1 -1 1

1 -1 -1 1
1 0 1 00 1 -1 -1 1 0 1
-1 -1 1 0
Zs feletti méatrixok inverzét és az

110 0 1
111 1 1 (1) 8 11111
(d)Oll,(e)lOll,(f)Ollll
1 01 00 1 1 11011
1 1101

Zs feletti matrixok inverzét.

4.7. Feladat. Oldja meg az (a),(b),(c) R feletti , a (d) Zy feletti és az (e)
Zs feletti méatrixegyenleteket:

(a) <§ ;> X = (160 (1]>?

o)

7

N = S~——

1 0 2 0 1
2 -1 7] -x=[(29 5];
-3 2 2 8 5
10 11 0 1
(d) (1 1>’X'<0 1)‘(1 1)’
1 0 -1 1 -1 1
e)X-[1 -1 0o]=(0 1 1
0 -1 -1 1 -1 0

4.8. Feladat. Legyen A € T™*" és k € N, melyre A¥ = 0. Igazolja, hogy
ekkor E — A nemelfajulo és (E — A)" ' = E+ A+ A2 ... + AL



Szorgalmi feladatok

4.9. Feladat. A Laplace-tétel alkalmazéasaval szamitsa ki az alabbi 2n rend
determinénst:

a 00 ... 00 b
0O a 0 ... 00b 0
00 a ... b0O
0 O b a 0 0
0 b0 ... 0 a O
b 00 ... 00 a
4.10. Feladat. Legyenek A, B, C, D harmadrendii determinansok, melyeket
az
C1 d1
C2 d2
c3 d3

matrixbél kapunk oly médon, hogy rendre toroljik az elsd, masodik, har-
madik és negyedik oszlopot. Bizonyitsa be, hogy

aq bl C1 d1 0 0
a9 b2 C2 d2 0 0
as b3 C3 d3 0 0
0 0 al b1 C1 d1
0 0 a9 b2 Cc2 d2
0 0 as b3 C3 d3

=AD — BC.

4.11. Feladat. Legyen f;(z) = aj + ajpx + -+ + ajpa™ ! (i =1,2,...,n),
ahol a;; € R (4,7 =1,2,...,n). Képezziik az egyiitthatokbol a

ai; a2 ... (050D
a21 a2 ... aon
D=\
nl Ap2 .. Qppn
determinénst, és legyenek x1,xo,...,z, € R rogzitett szamok. Adja meg az

filz)  fi(ze) ... fi(z,)
fo(x1)  falze) ... folwn)

Falwr) fale2) oo fulen)

determinans értékét D, 1, ..., x, segitségével. (D-t nem kell kiszadmolni!)

4.12. Feladat. A determinansok szorzastételét alkalmazva (a determinéans
sorainak/oszlopainak atalakitasa nélkiil) szamitsa ki a

sin 20 sin(a; +ag) ... sin(ag + o)
sin(ae + 1) sin 2o .. sin(ag + ap)
sin(ay, + 1) sin(ay, +az) ... sin 2y,

determinéanst.
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4.13. Feladat. Tetsz6leges T test és tetszbleges n > 2 esetén adjon meg
olyan T™*"-beli métrixot, mely nem diagonalis, és inverze 6nmaga.

4.14. Feladat. Legyen A € T™*™ nemelfajulé matrix. Adja meg a

_ (0 1 (n4+1)x (n+1)
p= (4 Der

matrix inverzét A~! segitségével.

4.15. Feladat. Szamitsa ki tetsz6leges T test felett az alabbi n x n-es métrix
inverzét:

111 --- 1
o011 -1
001 -1
0 00 1
4.16. Feladat. Hatérozza meg a
011 1
1 0 1 1
110 1
R 1
11 1 1

n X n-es valdés matrix inverzét.

4.17. Feladat. Oldja meg az AX !B — C = AX ! méatrixegyenletet, ahol
A, B,C az alabbi matrixok:

1 1 2 0 1 -1 1 0 0
A=101 2], B=|3 -3 2], C=(2 1 0
0 21 1 -3 0 0 -1 1

4.18. Feladat. Legyen A nemelfajuld valos matrix. Bizonyitsa be, hogy ha
A és A7 minden eleme nemnegativ, akkor A minden soraban és minden
oszlopaban pontosan egy nemnulla elem all.

4.19. Feladat. Bizonyitsa be tetszéleges A, B € T™*™ esetén, hogy ha
AB + A+ B =0, akkor AB = BA.



