2. feladatsor — Matrixok

2.1. Feladat. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitasok, és dontését réviden

indokolja:

(a) Doi1@ =D 1<icn @ minden n pozitiv egészre;

(b) > 15i>n 1 =1 minden n pozitiv egészre;

(c) I[}j=1 i = n! minden n pozitiv egészre;

(d) (AMAYAB)T = A2 (BTAT) érvényes tetszoleges T test, A € T skalar és
A, B € T™"™ matrixok esetén;

(e) tetszbleges T test feletti diagonalis A, B € T™*™ matrixok esetén az A+ B
és az AB métrix is diagonélis;

(f) tetszsleges T test feletti szimmetrikus A, B € T™*™ matrixok esetén az
A+ B és az AB matrix is szimmetrikus.

2.2. Feladat. Szamitsa ki az

(a) A+ B, 3A, BT, BC, AC, D(B+C7);
(b) A+C7T, 3B, DA, BTD, (AT +C)D
(¢) CT + B, 4C, DB, ATD, D(C™ + A)
matrixokat a kovetkezs valdés matrixokra:

1 0 -2 1 3 -1
A<21 3>’B<20 1)’
1 2

C=|1 =2 ,D:<_1 ;)
0 —4

2.3. Feladat. Szamitsa ki az

(a) AB, BC, FBT, G?, (A+ BY)D;

(b) BA, DC, BG, DTCT, AD + B'D;

(c) B+ AT, OB, CD, FTA, (A+ B)C.

méatrixokat (amennyiben léteznek) a kovetkezs valos matrixokra:

1 2
A:<1 2 _1>,B: -1 1 |,C=(120),
1 -2 3
1 3
1 1 -2 1
D=| -1 ,F:<_11§),G— 1 1 1
2 -1 2 1

2.4. Feladat. Szamitsa ki az

(a) B+CT, FGT, —CA, (B+CMA, GFT -

(b) BA+C, AC, ABT, DTCT, A(BT - ©);

(c) BC, —CB, FF' - FTF, CTA, GY(B+ C").

méatrixokat (amennyiben léteznek) a kovetkezs Zg feletti métrixokra:

0 1
0 1 1 01
A:< >,B: —1 1 ,C:< >7
-1 1 o 1 -110
1



-1 1 -1 1 1
D=(-1|,F=(10 -10),G=[ 1 -1 -10
1 -1 1 1 1

2.5. Feladat. Szamitsa ki az f polinom helyettesitési értékét az A helyen, ha
(a) f@)=a?+z+1, A= < bl ) € 72%2;

10
0 -1 1
(b) flz)=a2?>—-2—1, A= 1 0 1 |ezd
-1 1 1
(c) f(z)=a? — bz +3, A:(é _32 € Q¥
1 3 -5
(d) f(x)=22+32—4, A= 4 -2 6 | cR>3,
3 1 2
1 2 oxs ks .
2.6. Feladat. Legyen A = 1 € R“*%. Adja meg az Gsszes olyan

B € R?*2 matrixot, amely A-val felcserélhetd, azaz amelyre AB = BA teljesiil.

2.7. Feladat. Dontse el, hogy teljesiilnek-e az alabbi egyenlGségek tetszdleges
n x n-es valos A, B matrixok és k, m pozitiv egészek esetén, és dontését réviden
indokolja:

(a) (A— B)(A+ B) = A? — B?;

(b) Ak Agm — Ak-&-m;
(c) (AR = b
(d) (AB)* = A*BF,

Szorgalmi feladatok

2.8. Feladat. Legyen A tetsz6leges n X k méretdi méatrix, és legyenek i, j olyan
pozitiv egészek, amelyekre ¢ < n, 7 < k. Adjon meg olyan P, illetve @
maétrixokat, melyekre a PA(Q) szorzat az az 1 X 1-es méatrix, melynek egyetlen
eleme az A matrix i-edik soranak j-edik eleme.

2.9. Feladat. Hatarozza meg az R, illetve Zs feletti <_01 (1)) matrix n-edik

hatvanyat tetszéleges n pozitiv egészre.

2.10. Feladat. Hatéarozza meg a <__\}§ :/?) valos matrix n-edik hatvanyéat

tetszbleges n pozitiv egészre.

2.11. Feladat. Hatarozza meg a Q, illetve Zy feletti <1 (1)) maétrix n-edik
hatvanyét tetszéleges n pozitiv egészre.

cosp singp

2.12. Feladat. Hatarozza meg az < .
—sing cosy

> valos matrix n-edik hat-

vanyat tetszéleges n pozitiv egészre.
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2.13. Feladat. Oldja meg az AX = FE maétrixegyenletet, ahol A az alabbi
n X n-es valdés matrix:

1 11 1
011 1
0 01 1
000 - 1

2.14. Feladat. Hatarozza meg az Osszes olyan 2 X 2-es R, illetve Zs feletti
métrixot, melynek négyzete a nullmatrix. A Zs feletti esetben sorolja fel a
megfeleld matrixokat.

2.15. Feladat. Az A = (ajj)nxn € T™*" (T tetszbleges test) matrix nyoma
(trace) a féatloban 1évs elemek sszege: tr(A) = a11 + age + - + ann.-
Igazolja, hogy barmely A valés matrixra tr (AAT) > 0, és egyenlGség csak
A = 0 esetén all fenn.

2.16. Feladat. Igazolja, hogy tetszéleges T testre és A, B € T"™*™ méatrixokra
(a) tr(AB) = tr(BA);
(b) AB— BA#E.

2.17. Feladat. Mutassa meg, hogy tetszéleges Q, R, A € T"*™ matrixokra
teljesiil, hogy ha RQ = E, akkor tr(QAR) = tr(A).

2.18. Feladat. Az exponencialis fiiggvényre ismert a kivetkezd képlet:

1 $2 wS IE4 —Ooxn
exp (z) = " = +x+2!+3!+4!+---_20n!.
n=

Itt e ~ 2.718 281 a természetes logaritmus alapszama, a végtelen 6sszeget pedig

N . . b .
egyel6re elég intuitivan értelmezni. Szamitsa ki az exp 8 a matrixot.



