11. feladatsor — Kvadratikus alakok — Eredmények

11.1. Feladat. Jelolje T a Q, R szamtestek valamelyikét. Dontse el, hogy igazak-e az

alabbi allitasok, és dontését réviden indokolja:

(a) Minden T feletti véges dimenzios vektortéren értelmezett kvadratikus alak kanonikus
alakra hozhat6 nemelfajulé lineéris helyettesitéssel.

(b) Minden T feletti véges dimenzios vektortéren értelmezett kvadratikus alak normél-
alakra hozhat6 nemelfajulé lineéris helyettesitéssel.

(c¢) Kvadratikus alakok barmely bazisban felirt matrixanak rangja ugyanaz.

(d) Barmely A négyzetes métrixhoz létezik olyan S nemelfajulé matrix, amelyre SAS”
diagonalis.

(e) Ha egy valos kvadratikus alak pozitiv definit, akkor barmely vektort behelyettesitve
pozitiv valés szamot kapunk.

(f) Ha egy valos kvadratikus alak negativ szemidefinit, akkor barmely vektort behelyet-
tesitve nem kapunk pozitiv szdmot.

(g) Az A € R™" szimmetrikus méatrixhoz tartozo kvadratikus alak pontosan akkor po-
zitiv definit, ha A f&minorai pozitivak.

(h) Az A € R™" szimmetrikus méatrixhoz tartozo kvadratikus alak pontosan akkor ne-
gativ definit, ha A féminorai negativak.

Eredmény. igaz: (a),(c),(d),(f),(g)
hamis: (b),(e),(h)

11.2. Feladat. Melyek bilinearisak az alabbi leképezések koziil? Ha leképezés bilinearis,
akkor adja meg a matrixat a standard bézisban. Ha a leképezés szimmetrikus bilinearis
leképezés, akkor adja meg a hozza tartozé kvadratikus alakot is.

(a) £:R2 x R? = R, £((x1,22), (y1,y2)) = T2y2;
(b) £:Q% x Q? = Q, {((w1,x2), (y1,¥2)) = 3;

) £:R? xR? = R, (21, 22), (y1,¥2)) = T1y2 — T1Y1;
(d) £:Q%x Q* = Q, £((21,72), (y1,y2)) = T122;

)

Eredmény. (a) bilinearis, A = (8 (1) , q((z1,12)) = 3

(b) nem bilinearis

G (=11
(c) bilinearis, A = ( 0 0)

(e) bilinearis, A = <(1) (1)>, q((z1,22)) = 2f + x%

)
(d) nem bilinearis
)
11.3. Feladat. Hozza kanonikus alakra a V' vektortéren értelmezett kvadratikus alako-
kat, és adja meg a nemelfajuld lineéaris helyettesités matrixat. Valos kvadratikus alakok
esetén adja meg a normaéalalakot is, és hatarozza meg az osztalyat (pozitiv/negativ (sze-
mi)definit, stb.)
)V =R% 22 — 23129 + 23;
V = Q?, —42? + 4x29 — 423,
= R?, —422 + dxy29 — 423;
= R3, —437% + 4x129 — 4x%;
R?, 8x% + x% + m% —4x129 — 421 23;
=Q?, $% + Gx% + 4x§ + 4x129 — 4d20T3;
1



[\

(g) V=R3 22 + 622 + 4:1:% + 41710 — 4T073;
(h) V =R3, 22123 — 22129 — 22923;
(i) V =R3, —x% - 61’% - 14m§ —4x 129 + 22123 — 4dT2T3;
(G) V=R —2?— 623 — 1423 — 4129 + 27173 — 42073;
(k) V =R3, 23 + 923 + 723 + 62120 + 4173 + 1273073;
) V=R4 22 + 522 + 11:13% + 822 + dw1w9 — 27174 — 63273 — 4T0T4 + ST374;
(m) V =R8 z4z7.
Eredmény.
H kanonikus alak \ helyettesités métrixa \ definitségi osztaly \ normélalak
(a) y? 1 (1) pozitiv szemidefinit 22
1 0
(b) | —4yi —3y3 -
!
(c) —4y? — 3y3 % (1] negativ definit —22 — 22
2
1 00
(d) —4y? — 3y3 110 negativ szemidefinit —22 — 22
0 01
1 2 2
(e) y3 + y3 010 pozitiv szemidefinit 23+ 23
0 0 1
1 00
() | o3+ 293 + 293 -2 1.0
-2 11
1 00
(8) y? + 293 + 2y§ -2 10 pozitiv definit 22 4 22 + z%
-2 1 1
1 1 0
(h) | =2y} + 293 — 243 -1 30 indefinit 22— 22— 22
-1 1 1
1 0 0
(i) || —y? — 23 — 593 -2 1 0 negativ definit —28 — 22— 22
5 -2 1
1 0 00
. .2 2 2 _2 ]. 0 O L, . . 222
() Y7 — 2y5 — 5y3 5 _9 1 0 negativ szemidefinit 2] — 25 — 23
0 0 01
1 00
(k) y? + 3y3 -3 10 pozitiv szemidefinit 23+ 23
-2 0 1
1 0 0 0
W) || y2 + 32 + 242 — 42 -2 1 00 indefinit 20,2 .2 .2
vitwm - | g o3 1 Indenni 2tz
13 -6 -2 1
(m) 2y3 — 23 indefinit 22 — 22

11.4. Feladat. Adjon meg az alabbi A szimmetrikus méatrixok esetén olyan S nemelfa-
juloé matrixot, amelyre SAST diagonalis.

(a) A

_ (‘24

2 2%x2,
_4) e@ ’



8§ -2 -2
by A=1-2 1 0 | eR¥>3
-2 0
0 -1
() A=[—-1 0 —1]| eR33;
1 -1 0
1 2 0 -1
2 5 -3 -2 Axd
(d) A= 0 -3 11 4 € R**%,
-1 -2 4 8

Eredmény. Az S matrix a helyettesités matrixa, lasd az el6z6 feladatot rendre a (b),(e),(h),(1)
pontokban.



